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Resumen

En 2015 el estudio titulado Una propiedad multiplicativa de la derivada en funciones
de clase C* mostré que dada una funcién f(z) de clase C', con f(z) # €%, se puede en-
contrar una familia de funciones Fy(,) donde g(z) € Fy(,) si cumple que [f(z).g(z)] =
f'(z).g'(xz) (ver [3]). En concordancia con el mencionado estudio, y manteniendo como
finalidad mostrar al estudiante de Matemadtica (o cualquier otra ciencia) que es posible
realizar investigacién con estructuras simples, este articulo muestra que dada una funcién

f(z) de clase C', existe una familia de funciones Tz tal que g(z) € Ty(y) si cumple que
[f(z).9(x)]dz = [ f(z)dz. | g(x)dz. También se estudia si existe una familia de funciones

SIFf(q) tal que h(x) € SIF(y) si cumple simultdneamente la propiedad multiplicativa de
la derivada y la integral para una funcién f(z) dada de clase C'.

Palabras y frases clave: Derivada, integral, funciones de clase C', multiplicatividad.

Abstract

In 2015 the study entitled A multiplicative property of the derivative in C' class func-
tions showed that given a function f(z) of C' class, with f(z) # €7, you can find a family of
functions Fy(,) where g(z) € Fy(y) if it satisfies that [f(z).g(z)] = f'(z).¢'(x) (see [3]). In
accordance with the mentioned study, and keeping as purpose to show to the Mathematics
student (or any other science) that it is possible to perform research with simple structures,
this article shows that given a function f(z) of C* class, there is a family of functions Tia)

such that g(z) € Zy(,) if it satisfies that /[f(x)g(x)] dz = /f(x) dm./g(m) dz. The exis-
tence of a family of functions STF s(,y, such that h(x) € SIF s () if it simultaneously satisfies
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the multiplicative property of the derivative and the integral for a given function f(x) of C*
class, is also studied.

Key words and phrases: Derivative, integral, C' class functions, multiplicativity.

1 Introduccion

Gran parte del trabajo de un matematico es realizar nuevas investigaciones que ayuden al desa-
rrollo tedrico de la Matemética y su aplicacién en otras dreas del saber. Por ende, en la formacién
de los nuevos profesionales de esta ciencia, se busca incentivar la investigacién a sus distintos
niveles. Sin embargo, un buen nimero de docentes e investigadores matematicos tienden, quizés
sin percatarse, a desmotivar al estudiante de pregrado a realizar investigacion desde los principios
de sus estudios debido al nivel de complejidad en las estructuras matematicas que exigen estén
presentes en una investigacién.

Existen investigaciones que han mostrado resultados interesantes en alguna rama de la Ma-
tematica, donde gran niimero de las herramientas usadas en la misma son de un nivel matemaético
bastante elemental (ver [3, 4, 5]). Es importante resaltar que el conocimiento matemdtico, por
muy simple que este sea, puede tener una aplicacién muy importante, la cual no siempre es
sencilla de puntualizar o descubrir. Por lo general, gran parte del conocimiento matematico en-
cuentra sus aplicaciones a lo largo del tiempo y no de forma inmediata. De manera que, toda
investigacién es importante siempre y cuando esté bien estructurada y sea innovadora (que no
se haya realizado antes). En este orden de ideas, el siguiente trabajo no busca presentar una
investigacion profunda sobre el tépico que se estudia, sino que se enfoca en mostrar al estudiante
de Matematica la posibilidad de hacer pequenas investigaciones utilizando estructuras y nociones
elementales, a través de la busqueda de respuestas a preguntas capciosas sobre temas béasicos, en
este caso en el drea del calculo diferencial e integral en una sola variable.

El presente articulo se enfoca esencialmente en cierta propiedad multiplicativa de la integral,
que cumplen algunas funciones de clase C'. A saber, se da respuesta a la siguiente pregunta
planteada en [3]: ;Dada una funcién f(z) de clase C!, existe alguna funcién g(z) tal que

/f(x).g(a:)dm:/f(x)dx/g(x) da ? (1.1)

También se estudia si es posible que la funcién f(x) cumpla, simultdneamente, la propiedad
expresada en la ecuacién (1.1) y la siguiente igualdad

[f(2)-9(2)] = f'(2)-g'(2) (1.2)

2 Preliminares

Es importante puntualizar que el nivel de complejidad de las herramientas matemaéticas que son
usadas en este trabajo se limita al presente en los cursos bésicos de cédlculo diferencial e integral
en una sola variable, incluyendo las nociones béasicas de resolucion de ecuaciones diferenciales
ordinarias de primer y segundo grado.

Para hacer el trabajo lo mas autocontenido posible se presentan a continuacién, de manera
puntual, los conceptos, nociones y notaciones que se usan a lo largo de todo el trabajo. Ademsés,
para algunos enunciados se incluirdn sus demostraciones.
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Dada una funcién f : R — R se denotard por Dom(f) al dominio de la funcién f(x). Se
dird que f(x) es de clase C! si ésta es derivable y su derivada es continua en todo el dominio de
f(), lo cual se denotara escribiendo f(x) € C!. Por otro lado, se escribird f(x) # 0 para denotar
que la funcién f(x) no es cero en ningtin punto z € Dom(f).

En cuanto a los métodos de integracion que se emplean en el trabajo solo se toman en cuenta
el método de cambio de variable y el de por partes, no se toma en cuenta la solucién via series
de potencia.

Las nociones sobre ecuaciones diferenciales se limitan a la solucién de ecuaciones diferenciales
homogéneas de primer y segundo orden, con coeficientes constantes para el segundo caso. A
continuacién se ilustran puntualmente, los casos que se utilizan en el trabajo (ver [1, 2, 6]). Dada
una ecuacion diferencial

q(2)y" +p(x)y =0

sus soluciones son las mismas de la ecuacién

siemre y cuando g(z) # 0. Dichas soluciones se pueden encontrar mediante el uso del factor

integrante
/ p(x)
q(x)

ke

€
Obteniendo que

y(x) = ke

con k € R. Para el caso de ecuaciones defereciales homogéneas de segundo orden con coeficientes
constantes solo se hace uso del método de solucién de una ecuacién del tipo:

y' —ky =0,

con k € R, cuya solucién se encuentra mediante el uso de la ecuacién auxiliar 72 — k = 0 y la
misma estd dada por

y(z) = €Y% 4 e Ve (2.1)
con cy,co € R.

A continuacién se presentan una serie de resultados, presentes en [3], relacionados con la
derivada, que seréan de utilidad a lo largo del trabajo.

Teorema 2.1. Dada una funcién f(z) de clase C', tal que f'(z) — f(z) # 0 para todo z €
Dom(f" — f), entonces existe una familia de funciones Fy(gy definida por:

T ={9(@) €C' : [f(a).g9(@)] = f(x).9'(x)}

!
x
[ 7o
donde g(x) = k€ , con k € R. Ademds, Fyyy # {0} si, y solo si, eriste la

iy , f'(x)
solucion de la integral / ) dx.

— f(x)
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Proposicién 2.1. No existe funcion g(x) € C1, con g(z) distinta de la funcién nula, tal que
lg(z)k€"]" = kg'(x)€" (2.2)
con k € R~ {0}.

Demostracion. Nétese que
l9(2)k€"]) = kg'(2)€" + kg(z)€” (2.3)
Luego, igualando las ecuaciones (2.2) y (2. ) se tiene que kg(z)€* = 0. Asi, dado que k # 0 y

)
€" £ 0 para todo x € R, se tiene g(x) = 0. Por tanto, no existe g(x) # 0 que cumpla la ecuacién
(2.2). O

Proposicién 2.2. Dda la funcién f(x) = €**, con a € R\ {1}, entonces

Fewr = {g(z) € C' : g(z) = r€"", r e R}

! + ! 1
con —+ —=1.
a b
Demostracion. Sean w(z) = €% y h(x) = € con a € R~ {1}, entonces

(erreh®) = (€°%) (€)= (a + b)e )T = @he( )T s 4 4 b = ab, (2.4)

1 1
es decir, — + 5= 1. Luego aplicando el Teorema 2.1 se tiene que
a

aear
_/ @ _ @aw dx

Fear =< g(x) € C = g(x) = ke ,conkeR
: : a’” :
Solucionando la integral / ——— dx se tiene que
4t _ paz
=
x
1 a—1
Feaz = g(x) €C : g(x) =r€ ,conr €R 3,
donde r = k€° (c € R). O

Proposicién 2.3. Sea f(x) =k, con k € R, una funcion constante. Las siguientes afirmaciones
son vdlidas:

1. Sik #0, entonces Fy(y) = R.
2. Si k=0, entonces Fy(y = {g(z) : g(z) € C'}.
Demostracidn. Supongamos que g(z) y f(x) cumplen la ecuacién (1.2), asi
kg'(z) = [kg(2)]" = (k)'[9(z)]" = 0.9"(x) = 0 (2.5)

Por tanto se tiene que k = 0 0 ¢/(z) = 0. Si k = 0, es claro que toda funcién g(x) € C! cumplira la
ecuacién (1.2). Por otro lado, si ¢'(z) = 0, se tiene que g(z) = h con h € R y por tanto cualquier
funcién constante cumpliria en este caso la ecuacién (1.2). O
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3 Resultados

Supédngase que se tienen dos funciones f(x) y g(z) de clase C!, con f(z) # 0, tales que cumplen
la ecuacién (1.1). Se tratard de determinar la forma de g(x) en funcién de f(z). Nétese que:

( [ t@rgta) dw)/ - ( [ t@ds [ ) dm)/

f(@).9(x) = f() / o(e) dz + g(a) / f(z) de

De aqui se obtiene la ecuacién diferencial lineal homogénea de primer orden con coficientes fun-

cionales
) [m) - [ 1@ dx} ~ 110 [ gt da =0 (3.1)

Nétese que haciendo F'(x /f dz y G(z) = /g(x) dz en la ecuacién (3.1), se obtiene que

de manera que

G'(2) [F'(2) = F(2)] = F'(2)G(z) = 0 (3.2)
Esto indica que basta encontrar una solucién de la ecuacién (3.2) para obtener el valor de g(x)

en funcién de f(x). Si
F'(z) —F(x) =0 (3.3)

para todo = € Dom [F'(z) — F(z)], usando el factor integrante € % se tiene que la solucién de la
ecuacién (3.3) estd dada por F(z) = k€. Asi,

/f(z) dx = k€* = f(x) = k€”
con k € R. Luego, sustituyendo en la ecuacién (3.1) el valor de f(z), se tiene que

ke‘r/g(m) dr =0

Como €% > 0 para todo z € R, entonces /g(x) dxr = 0. Asi, g(x) es la funcién cero . Esto de-

muestra el siguiente resultado:

Proposicién 3.1. No existe una funcién g(z) € Ct, distinta de la funcién cero, tal que
[g(x)ke™] = g’ (x)ke,

con k € R.

Por otro lado, si

F'(z) — F(x) #0 Vx € Dom [F'(z) — F(x)]

Divulgaciones Matematicas Vol. 19, No. 2 (2018), pp. 52-64



Propiedad multiplicativa, simultdnea, de la derivada y la integral en funciones de clase C* 57

se tiene que la ecuacion (3.2) se transforma en la siguiente ecuacion:

F'(x)

G'(z) — m(}’(x) =0 (3.4)
P
F'(z) — F(x) d

Aplicando el factor integrante €
de la misma esta dada por

a la ecuacién (3.4), se tiene que la solucién

P
/ F'(z) — F(x) d

G(z) = ke 7
con k € R. Asi,
_ @) (@) )
o) = ko AT e/ P - F0 " k@ e/ 7@~ [ fyds
De manera que la funcién g(z) existe si, y solo si, las integrales /f(ac) dry / o (ij)c(x) — da

tienen solucién. Por tanto, denotando
Ty = {at e+ [ 0)gw)ao = [ 1@)do [ o(oasf,

dzx

/ f(=@)
z x)— x)dx

se tiene el siguiente resultado:

Teorema 3.1. Dada una funcion f(x) € Ct, tal que f(z)— / f(z)dx # 0, existe una familia de

funciones

Ly = {atw e ¢'s [ s s = [ 1@t [ as]

dz
, con k € R. Ademds, Ty, # {0} si y

/ f(z)
kf(x) o f@) = [ fx)dx
f(@) = [ f(z)da

solo si las integrales /f(x) dr y

donde gi(x) =

f(x)
fa) = [ f(@)da

Es importante recalcar que debido a la forma de las funciones pertenecientes a la familia
T (), dos funciones go(z) y g1() de dicha familia difieren en solo una constante. Por otro lado,
de los resultados presentes en [3], relacionados con la propiedad multiplicativa de la derivada,
son validos los enunciados presentes en: el Corolario 3.1; la Proposicién 3.2; el Lema 3.1; y el
Corolario 3.2, aplicadas a la propiedad multiplicativa de la integral.

dx tienen solucion.
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Témese ahora la funcién f(x) = €**, tomando en cuenta el Teorema 3.1 se tiene que

/ __ &
keaz eam _ feax dI‘
eaw _ feax dzr

aeaw
ka@d® qeer _ gax dx
a9t _ @aw

. (+5)-
ka e/al x:kaece a—1

a—1 a—1

a
e )

a—1

g(r) =

con ¢ € R. Asi, se tiene que:

Tew = { g(z) €C': g(x) con k,ceR

Ahora, veamos que si f(z) = h€% y g(z) = r€"®, entonces se cumple que:

/ hevrreb® dy = / he"” dx / reb® dx (3.5)

para que se cumpla la ecuacién (3.5) se bede tener que

hr hr
e(aer)z — 7e(a+b)z
a+b ab
a+b = ab (3.6)

1 1
Como por hipétesise tiene que — + 7= 1, entonces se cumple la ecuacién (3.6) y por tanto es
a

vélida la ecuacién (3.5). Esto muestra el siguiente resultado:

Lema 3.1. Dada la funcién f(z) = h€*, con a,h € R (a # 1), se tiene que
Li@) = {g(x) et g(x) = web? conw e R},

1 1
si, y solo st, — + — = 1.
a

b

Una pregunta interesante serfa jexiste una funcién f(z) € C* para que cumpla:

/ e/ @ () dr = / e/ @ dx / f(x) dx? (3.7)

Claramente la funcién cero satisface la ecuacién (3.7). Por otro lado, por simple inspeccién se
puede notar que no resultaria trivial determinar si existe una funcién, o familia de funciones,
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f(z) # 0 para todo = € Dom|[f(x)] tal que la ecuacién (3.7) sea vélida. Sin embargo, se pue-
den estudiar ciertos casos particulares estableciendo ciertas condiciones para f(z). En primera
instancia supéngase que

f'z) = f(=) (3.8)

/ ef@ f'(z)de = / e/@ dy / f'(z) dx

Luego, usando el método de integracién de cambo de variable (sustitucién), en el miembro derecho
de la igualdad, se obtiene que

asi

el — f(z) / e/ @) gy

y por tanto

@) _ ef(@)
/ &/ dr = S (3.9)

Derivando ambos miembros de la igualdad (3.9) se tiene que

ol _ f/(x)ef(x)f(x) _ f/(x)ef(z)
[f(=)]?

[f(2)]* = f'(2)[f(z) - 1]

Usando la ecuacién (3.8) se obtiene que f(z) = 0 lo cual es una contradiccién. Con esto se ha
mostrado el siguiente resultado:

Teorema 3.2. Sea f(x) € C1, entonces f'(z) = f(z) y /ef(””)f(x) dx = /eﬂw) dx /f(x) dx

st, y solo si, f(x) es la funcidn cero.

Ahora, derivando en la ecuacién (3.7) ambos miembros de la igualdad, se obtiene que

/) f(z) — /) / f(a)da + f(z) / /) dy

asi,

ef(x) f f(z @)
f(x) /e dx (3.10)

Derivando, en la ecuacién (3.10), ambos miembros de la igualdadse obtiene:

(@€ f(z) — [ f(z) da] + &V f'(@) — f@)}f(@) = F'(@)€/ D [f(2) = [ f@)da] _ 5
[f(x)]?

de donde se deduce que:

@ @)~ [ F) da] + [ @) — f@)} () - [ )]
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{f'(= — [ f(@) f(@)}f(z ) [ (@)
[f(x)}

@2 () 2+ [1 - / fa (3.11)

De la ecuacién (3.11) se puede deducir que f(x) no puede ser una funcién constante, pues de
serlo se tendrfa que f’(z) = 0 y por tanto se obtendria que —2[f(z)]? = 0, lo cual es una contra-
diccién. De igual manera f(z) no puede ser una polinémica de la forma ax+b, con a,b € R\ {0}.

Si f(z) = ax + b, entonces /f(x) dr = ax® + bx y f'(z) = a. Sustituyendo estos valores en la
ecuacién (3.11) se obtendria que

(a — 2)(a*z? + 2abz + b*) + [(1 — b) — ax]a(az® + bx) =0

a*(a —2)x? + 2ab(a — 2)x + b*(a — 2) + (1 — b)a*z?® + (1 — b)abr — a®z® — a®bz* =0 (3.12)

De la ecuacién (3.12) se puede deducir facilmente que a = 0, y por tanto b = 0, lo cual es una
contradiccién. Asi, es vélido el siguiente enunciado:

Lema 3.2. Ninguna funcion f(x) =k o f(x) = ax + b, con k,a,b € R~ {0}, satisface que

/ef(””)f(x) dx:/ef(””) dz /f(x)dx

De manera similar se pueden estudiar més casos particulares para valores de f(z) y establecer
que la ecuacién (3.1) no se cumple para dichos valores. Esto parece suponer que la tinica funcién
que cumple la ecuacién (3.7) es la funcién cero. Sin embargo, como es de notar, un procedi-
miento definitivo que establezca la veracidad de dicha suposicién amerita el uso de herramientas
matematicas de un nivel mayor al preestablecido en este trabajo. Por tal motivo, se deja dicha
suposiciéon como un problema abierto.

Otra pregunta que es posible atacar con las herramientas mateméticas que se han preestable-
cido seria: jexiste una funcién f(x) # 0 tal que:

/[f(:r)]Qd:v = Uf(:c) d:cr? (3.13)

Derivando ambos miembros de la ecuacién (3.13) se tiene que:

F(@)]? = 2f(x) / f(z) de

Haciendo F(z / f(x) dzx se tiene que

F(x)[F(z) —2F'(z)] =0
Como se busca una funcién f(z) # 0 entonces F(x) # 0 y asi

F(x) = 2F'(z) =0 (3.14)
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Utilizando el factor integrante €727 en la ecuacién (3.14) se obtiene que F(x) = h€*® con
h e R\ {0}y asi f(z) = 2n€*".

Ahora por el Teorema 3.1 se tiene que si f(x) = 2h€%**, con h € R ~ {0}, entonces existe la
familia

/ 2he*
5. 5. ax
2he>" 2h€*" — he?"

he _ ek con k € R~ {0}

IQ}LeQI = gk(x) ect: gk(CC) =

Como
2he2®

=9
2he2r — pe?® ’

entonces se tiene que

7, = {gr(z) € Cl: gp(z) =2k€% con k € R~ {0}}.

Con ésto se tiene el siguiente resultado:

2
Lema 3.3. Sea f(z) € C!, entonces se cumple que /[f(x)]2 dr = {/f(x) dm] st, y solo si,
f(z) = 2h€%* con h € R.

Por tltimo, serfa pertinente prenguntarse si existen funciones f(z) y g(z), distintas de la fun-
cién cero, tales que cumplan simultdneamente las ecuaciones (1.1) y (1.2), es decir, que cumplan

@)@ = @) d@ v / f(2).g(x) di = / f(z) da / g@)de  (3.15)

Tomando en cuenta la Proposicién 2.2 y el Lema 3.1, se tiene que las funciones f(z) = h€**

1 1
yg(z) = r€P conr h,a,b € R, tales que — + 7= 1 cumplen las ecuaciones presentes en (3.15).
a

De manera que definiendo:
SIF ) = {gm eCl: [f(0)9(@) = F(2).4(2) y / f(2).g(x) dz = / f(z) de / o(z) dx}

1 1
se puede decir que STFea= # () pues {re’” r,beRy — + 7= 1y C STFeax
a

Tratemos de ver si es posible encontrar alguna otra forma para f(z) y g(z) de tal manera
que cumplan las ecuaciones presentes en (3.15). Obsérvese que derivando la segunda ecuacién
presente en (3.15) se tiene que

F().9(z) = [ [ @iz [ o) dx}/ —1@) [ g@)ds + 9(a) [ f@)dz. (3.10)

Derivando ahora la ecuacién (3.16), y usando la segunda ecuacién presente en (3.15), se tiene que

Fla)g(@) = £@) [ g@)d+ f@)g(a) + (o) [ Fla)da + gla)f(z)

Divulgaciones Matematicas Vol. 19, No. 2 (2018), pp. 52-64



62 Tobias Rosas - Irma Abrigo - Mayra Garcia - Eduardo Sudrez

@ ]r@) - [ o] - 201 - [ o(eras ) -

Haciendo G(x) = [ g(x) dz, se tiene la siguiente ecuacién diferencial homogénea de segundo orden
con coeﬁ01entes funmonales:

6'(a) |1'@) - [ 1) do| 26 @)f(0) - G011 0) =0 (3.17)

En este punto es importante resaltar que, dada la dificultad de resolver una ecuacién diferencial
homogénea de segundo orden con coeficientes funcionales no constantes, se centrard el estudio
de la ecuacién (3.17) en los casos donde se obtenga una ecuacién diferencial ordinaria de primer

orden. Por tanto, se estudiaran dos casos: cuando f’(z) — /f(x) dx = 0; y cuando f’(x) = 0. Sin

embargo, el segundo de los casos mencionadas no es posible ya que si f'(z) = 0, entonces f(z)
serfa constante y no cumplirfa la ecuacién (1.2). Por tal motivo, se enfocard el estudio solo en el
primer caso.

Caso: f'(z /f

Haciendo F(x (x) dx se obtiene la ecuacién
F'(z) — F(x) =0

que tiene la ecuacién auxiliar 72 — 1 = 0. Asf, F(x) = ¢1€" + €% con ¢,y € R~ {0}, por la
ecuacién (2.1). Por tanto,
flz)=F'(x) = 18" — 2€™" (3.18)

Tomando en cuenta que

[9(z) (1€ — c2€77)]" = [g(2)c1€") — [g(z)c2€7"]',
se debe tener que [g(z)c:€%] = ¢'(z) (c:€%) y [g(x)ch—m]’ = ¢'(x) (cze—m)’ para que g(z) y
f(z) cuamplan la ecuacién (1.2). Sin embargo, por la Proposisién 2.1 se tiene que ¢; = 0 y por

tanto f(x) = —co€77.
Ahora de la ecuacién (3.17) se obtiene que

2G"(z) f(x) + G(z) f'(z) =0 (3.19)
Sustituyendo en la ecuacién (3.19) el valor de f(x) se obtiene que
G'(7) (2c2677) — G(x) (c2€77) =0
Como f(z) # 0, entonces ¢z # 0, y como €7% # 0 para todo x € R, se tiene que
1
G'(z) — iG(I) =0 (3.20)
Utilizando el factor integrante € 2% en la ecuacién (3.20), se tiene que G(z) = r€2% con r € R.

Asi,
9(a) = G'(x) = 5€4°

Divulgaciones Matematicas Vol. 19, No. 2 (2018), pp. 52-64



Propiedad multiplicativa, simultdnea, de la derivada y la integral en funciones de clase C* 63

Comprobemos que las funciones f(x) = —c2€ % y g(z) = %e%”" satisfacen las ecuaciones (1.1)
v (1.2). Asi,
!/
—CoT" | _ 1, CorT 77w 7{E T 1. CoT 77$
[f(2)g(2)]" = ( 22 € ) %e vy f(2)d (2) = (c2€ )(162 >= %e

donde claramente se ve que se cumple la ecuacién (1.2). Comprobemos ahora la ecuacién (1.1):

/f x)dr = / _;ﬂe_%l der = czre_%l
/f ) dx / x)dx = (ch*I) (re%r) = czreféx

1
Notese que haciendo a = -1y b= %, se tiene que — + 7= 1.
a

Caso: f'(z) =
Puesto que f'(x) = 0, se tiene que f(x) = k (k € R~ {0}). Luego, por la Proposicién 2.3 se
tiene que las tnicas funciones g(z) que satisfacen la ecuacién (1.2) son las funciones constantes,

pero claramente éstas no satisfecan la ecuacién (1.1). Por tanto no existen funciones g(z) € C*,
distintas de cero, tal que g(x) € STF ) si f'(x) = 0.

4 Observaciones

Como se puede observar en el cuerpo del trabajo quedaron para futuras investigaciones preguntas
tales como:

1. ;Existe alguna funcién f(z) # 0 tal que /ef(“’)f(x) dzr = /ef@’) dz/f(z) dz?

2. Dada una funcién f(z) ¢ {0, h€**}, con h,a € R \ {0}. ;Se podria determinar la forma
de las funciones g(z) € SZF f(5) en términos de f(x)?

De este estudio parece intuirse que la tinica funcién que satisface la primera pregunta es la funcién
cero. Sin embargo, no se ha establecido una demostracién concreta de tal suposicién. Por otro
lado, la complicacién presente en la segunda pregunta es la apariciéon de una ecuacién diferencial
homogénea de segundo orden con coeficientes funcionales no constantes. A saber la ecuacion:

' [ - 16 m]&amﬂ> G(2)f'(x) =0

Que suponiendo que f'(z) — [ f(x) dz # 0, para todo 2 € Dom [ — [ f(=z ] se traduce en

la ecuacion:
26 gy S@ g
- [ #wyas f@) - [ faydo
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