Forma Cuasi-Normal Generalizada para
Sistemas No Auténomos de EDO

Las Formas Normales tienen sus origenes en los métodos cualitativos
desarrollados para el estudio de los sistemas de E.D.O. por Poincaré,
Lyapunov y las contribuciones de Dulac, Siegel, Kolmogorov Birkhoff,
Sternberg, Chen, Bruno, Bibikoy, entre otros. En las mismas no se
pretende hallar una férmula explicita que exprese la solucion de los
sistemas de E.D.O., sino mas bien encontrar propiedades generales que
describan el comportamiento de las soluciones. Uno de los métodos
usados para alcanzar la anterior meta, es la reduccion del sistema que se
investiga a formas mas simples (Formas Normales) y, del resultado de
esto, obtener las propiedades de la solucion del sistema inicial. La obra
aqui presentada amplia las contribuciones de los anteriores investigadores
al estudio de los sistemas no autébnomos de Ecuaciones Diferenciales
Ordinarias.
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INTRODUCCION

La imposibilidad en general de resolver por cuadratura los sistemas de
ecuaciones diferenciales ordinarias ha propiciado el estudio de la naturaleza
cualitativa de tales sistemas, dando lugar a la Teoria Cualitativa de las
ecuaciones Diferenciales Ordinarias. En la misma no se pretende hallar
una férmula explicita para la solucion, sino mas bien encontrar propiedades
generales que describan su comportamiento. Uno de los métodos usados
para alcanzar la anterior meta es la reduccién del sistema que se investiga
a formas mas simples y de esta ultima inferir propiedades del sistema
inicial, entre las formas mas simples se encuentran las Formas
Normales. A tales formas se llega reduciendo el sistema inicial mediante

una transformacion de coordenadas invariante respecto al punto de reposo.

Durante algo méas de cien afnos mucho se ha hecho (y se ha logrado) en
aras de resolver los problemas que aparecen al estudiar los sistemas
auténomos por medio de las formas normales, sin embargo, para los
sistemas no auténomos la situacién es menos alentadora por las
complejidades que surgen, como son: dificultad al tratar de calcular los
coeficientes de las series de las transformaciones, lo engorroso de los
métodos para demostrar la analiticidad de las transformaciones, entre

otras.

Nuestro trabajo esta dedicado al estudio de los sistemas no autdbnomos
de ecuaciones diferenciales ordinarias.

Consideremos el sistema no autbnomo de ecuaciones diferenciales

ordinarias no lineales:

. . dx
xj ij(x,t), XZE, j=1,2,...,n, (1)



donde las funciones fi(x,t), j=1,...n, son series de potencias en las
variables X1, X2,..., Xn, con coeficientes continuos y w-perioddicos en {, sin

términos independientes.

La necesidad de conocer hasta qué punto la forma normal describe las
propiedades del comportamiento de las soluciones del sistema (1) ha

conllevado a los investigadores a estudiar los siguientes problemas:

A.-) Descripcion de la forma normal
j/j=gj(y,t), J=L...n (2)

a la cual pueda ser reducido el sistema (1) por medio de alguna

transformacion formal

X =@ (nt) ¢(0)=0, j=l-n (3)

B.-) Busqueda de la forma normal (2) tal que la analiticidad de (1) implique
la analiticidad de (2).

C.-) Hallar la forma normal (2) que se obtiene de un sistema analitico (1)

mediante transformaciones divergentes (3).

La solucibn a los problemas planteados permite descubrir el
comportamiento de las soluciones del sistema (1) a partir del estudio de las

soluciones del sistema (2).

Entre las formas normales a la que puede ser reducido el sistema (1)
tenemos: Forma Normal (FN), Forma Normal sobre Superficie Invariante
(FNSI), Forma Cuasi-Normal Generalizada (FCNG)’, entre otras.

Los principales logros en el estudio de los problemas A), B), C), en el caso

de sistemas no auténomos, se pueden resumir de la forma siguiente:

Bruno en (1971) [Br 3, Seccién 11.1] redujo el sistema (1) a un sistema

' La definicion correspondiente a cada forma normal serd dada en el epigrafe 1.2 del capitulo I.



auténomo de orden n+17 y para este determin6 su Forma Normal (FN). Este
resultado generaliza un caso particular estudiado por Sibuya Ya., en 1958
[Si1].

En 1986 aparecen publicados los resultados de Basov, Ruiz y Pérez

[Ba,Ru,Pe 3] sobre el estudio del sistema no autbnomo de la forma:
x=Ax+ X(x,t), (4)

donde A es una matriz de coeficientes reales nxn, AeR ™", x es un vector

columna n-dimensional definido en los complejos x = col ( x1,..., Xn),

xeC", X = col (X1,..., Xn), es un vector columna cuyos componentes
representan series de potencias convergentes que satisfacen las

propiedades impuestas a fi(x,t), j=1,...,n.

Ellos demostraron que, cuando los valores propios de la matriz A del
sistema (4) satisfacen una condicion de ausencia de pequefios divisores
(condicién de g)?, tiene lugar la equivalencia formal y la equivalencia
analitica (EF y EA )® entre el sistema (4) y la forma normal lineal. La
demostracién de la convergencia de la transformaciéon normalizante fue
realizada por el método generalizado de Newton, método que es aplicado

en el epigrafe 1.3 del capitulo Il de nuestra tesis.

Cuando la matriz de la parte lineal del sistema (4) presenta uno o dos
valores propios nulos y el resto con parte real negativa, Ruiz en 1989 [Ru 2]
demuestra que existe la transformacién formal que reduce el sistema (4) a
la FNSI, dando condiciones de estabilidad de las soluciones en una

vecindad del origen de coordenadas.

Ruiz en 1989 [Ru 1] demostrd, ademas, la equivalencia analitica del

sistema (4) con alguna de sus Forma Cuasi-Normal (FCN), cuando la matriz

2 Esta condicion serd dad en el epigrafe 1.2 del capitulo 1.
3 La definicion correspondiente serd dada en el epigrafe 1.2 del capitulo 1.



A posee m pares de valores propios imaginarios puros racionalmente
independientes, y el resto con parte real negativa, probando la equivalencia
analitica mediante el método Mayorante de Cauchy. Este método es

aplicado en el epigrafe 1.3.3 del capitulo | de nuestra tesis.

Ya en 1977 Zimka R. [Zi 1] habia estudiado el sistema (4) cuando la
matriz A tiene un par de valores propios imaginarios puros, demostrando la
existencia y convergencia de la transformacion que reduce el sistema (4) a
la Forma Cuasi-Normal (FCN). La demostracion de la convergencia es

realizada siguiendo el método de las aproximaciones sucesivas.

En la década de los noventa se reportan los resultados de Basov V.V, el
cual estudia un sistema no autdbnomo con pequefios parametros como
coeficientes de las derivadas. Como caso particular, en [Ba 9], aborda la
siguiente ecuacion diferencial no autbnoma con pequefio parametro que
multiplica la derivada:

_dy

&' =y+Y(yxe) y =7 (5)

donde ¢ representa el pequefio parametro, Y(y,x,6) es una serie de
potencias convergente en una vecindad del origen de coordenadas
y=x=¢=0, investigando el problema de la equivalencia analitica entre la

ecuacion (5) y la forma normal lineal

al =u, (6)
a la cual se llega mediante el cambio de variable
y=u+h(u,x,¢&). (7)

En los afios 60 Sibuya Y [Si 2], demostré que la serie de potencias del
cambio de variable (7) converge uniformemente en un cierto dominio,
donde los coeficientes de la serie son funciones analiticas respecto a x y

ademas, tienen desarrollo asintético en potencias de & en el dominio de



convergencia cuando & — 0. Basov en el trabajo [Ba 8] establecio la
relacion entre la estructura de la serie de la ecuacion (5) y la convergencia
del cambio de variable (7) en una vecindad del origen de coordenadas
y=x=¢=0.

Los resultados anteriores permitieron finalmente a Basov, en [Ba 9],

establecer la convergencia de la transformacion (7) demostrando el

siguiente resultado:

La ecuacibn (5) es analiticamente equivalente a la ecuacion lineal (6) si se

cumple la condicién:
Existe neN tal, que s<(r-1)n si Y©sm =zQ, (8)

donde s es el grado de x, r es el grado de yy m es el grado de g
Ysmes el coeficiente que responde a las potencias s, r, m en el desarrollo

de las series de potencias Y.

Basov en 1994 [Ba 10] generaliza el resultado obtenido para la ecuacion
(5) a un sistema no auténomo de ecuaciones diferenciales con pequefio

parametro que multiplica la derivada:

£y, =ijyj toy, +Y/_(y,x,g); j=L...n, 9)

donde o; toma valores 1 6 0, /; representa los valores propios, Y;son series
de potencias de y,x,¢ (j=1,...,n,) convergentes en una vecindad del origen de
coordenadas y1=y2= "=y, =x=¢=0.

En el trabajo antes citado Basov ofrece condiciones que garantizan la

convergencia y divergencia de la transformacion que reduce el sistema (9)
alaFN.

Son conocidos también los resultados obtenidos por Bogoliubov-
Mitropolskii, mediante el uso de los métodos cualitativos de la teoria KAM

(Kolmogorov, Arnold y Moser), para el estudio de los sistemas oscilatorios



con frecuencias basicas de dimension finita,
x=Ax+ f(t)+&X(t,x,&). (10)

Cuando los valores propios de la matriz A satisfacen la propiedad Re/; =0,
j=1,...,n, el sistema (10) tiene solucion cuasi-periddica Unica, la cual

tiende para, ¢ — 0 a la solucién cuasi-periédica del sistema degenerado,
x=Ax+ f(t), (11)

Bibikov en 1995 [Bi 10] extiende los resultados obtenidos por Bogoliubov-
Mitropolskii en el estudio del sistema (10) al caso en que los valores propios

de la matriz A son imaginarios puros.

Basov y Bibikov (1998) construyen un algoritmo para estudiar la
estabilidad de la solucién nula de un sistema no auténomo de dos

ecuaciones con coeficientes continuos [Ba,Bi 12].

En este mismo afio Bibikov estudia una ecuacion diferencial de segundo
orden no auténomo dependiente de un pequefio parametro donde la funcion
del miembro derecho es suficientemente suave y cuasi perioddica respecto a
t. El autor investiga la familia de toros invariantes y sus oscilaciones, obtiene
la ecuacion de bifurcacién que caracteriza la familia de toros oscilantes asi

como las propiedades de estabilidad de los mismos [Bi 12].

Para el estudio de los sistemas no auténomos, dependientes y no
dependientes de un pequefio parametro, en nuestra tesis se introduce la
FCNG, esta forma normal fue dada en [Ba,Ru,Ve,Be 4] para el estudio de

los sistemas autbnomos.

OBJETIVOS

Teniendo en cuenta los elementos planteados, nos proponemos reducir
un sistema no auténomo de ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales

a la Forma Cuasi-normal Generalizada (FCNG), garantizando la



equivalencia formal entre ambos sistemas. Ademas, daremos condiciones
suficientes que garanticen la equivalencia analitica entre el sistema (4) y su
FCNG en ausencia de divisores pequefios?, asi como una condicion
suficiente de divergencia de la transformacion que reduce el sistema (4) a la
FCNG.

En el caso en que el miembro derecho del sistema no auténomo de
ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales depende de un pequefio
parametro se daran condiciones suficientes que garanticen la equivalencia
analitica entre este sistema y la FCNG en presencia de pequefios divisores
(este resultado es valido para los sistemas (4)). También nos proponemos
estudiar las soluciones periddicas del sistema objeto de estudio una vez

reducido a la FCNG, caracterizando la estabilidad de las mismas.

APORTE CIENTIFICO Y VALIDACION DE LOS RESULTADOS
DEL TRABAJO

Los resultados obtenidos en el estudio de los sistemas no autbnomos de
ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales, dependientes y no
dependientes de un pequeno parametro, son novedosos, se enmarcan
dentro de la teoria de las formas normales de las ecuaciones diferenciales
ordinarias y constituyen un aporte cientifico al generalizar resultados

obtenidos en el estudio de los sistemas autébnomos.

En nuestro trabajo se estudia un caso mas general para el sistema (4)
que los estudiados en [Ba, Ru, Pe 3], [Ru 1], [Ru 2], pues los valores
propios se toman sobre todo el plano complejo. Para el estudio de este caso
se reduce el sistema (4) a la FCNG, con anterioridad la FCNG solamente
habia sido estudiada para los sistemas auténomos. Ademas se demuestra
la equivalencia formal y analitica entre el sistema (4) y la FCNG en

ausencia de divisores pequefios. El problema de la divergencia de la

* La definicion serd dada en el epigrafe 1.2 del capitulo 1.



transformacion que reduce el sistema (4) a una forma normal no habia sido
tratado anteriormente. En el presente trabajo damos la demostracién de una
condicién de divergencia de la transformaciéon que reduce el sistema (4) a
la FCNG, esta condicion para los sistemas auténomos fue propuesta por
Bruno A.D. [Br 3, Seccion 71].

Para un sistema no auténomo con pequefio parametro demostramos la
equivalencia formal y analitica entre este y la FNSI, en presencia de
divisores pequerios. El caso de pequefos divisores hasta ahora no habia
sido tratado para los sistemas no auténomos. La demostracion de la
equivalencia analitica, para esta clase de sistema, es realizada por el
método generalizado de Newton, método aplicado con anterioridad soélo al
caso en que se estudia la equivalencia analitica de tales sistemas con la
forma normal lineal [Ba,Ru,Pe 3] y la forma normal [Br 3, Seccion 11]. Este
resultado permiti6 dar una demostracion completa de la equivalencia
analitica entre el sistema no auténomo con pequefo parametro objeto de

nuestro estudio y la FCNG en presencia de divisores pequenos.

Se extienden, al sistema no auténomo dependiente de un pequefo
parametro, algunos resultados obtenidos por Bibikov Y. [Bi 1], [Bi 3] para el
estudio del comportamiento de las soluciones periddicas y la ecuacion de
bifurcacion en los sistemas auténomos.

Los resultados de nuestro trabajo han sido presentados en los siguientes

eventos cientificos:

¢ MATINFO 2001, Evento Internacional de Matematica y Computacion,
Holguin, Abril 2001.

¢ Sixth Conference in Approximation and Optimization in the Caribbean,
Ciudad de Guatemala, Marzo 2001.

¢ CIMAF 2001 y Cuarta Conferencia ltalo-Latinoamericana de Matematica
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Industrial y Aplicada (ITLA), La Habana, Marzo 2001.

¢ COMPUMAT 2000 y VI Congreso de la Sociedad Cubana de Matematica
y Computacién, Manzanillo, Nov 2000.

¢ |V Evento Cientifico Internacional COMAT 99, Matanzas, Nov 1999.

¢ Il Evento Cientifico Internacional COMAT 97, Matanzas, Nov 1997.

¢ COMPUMAT 97 y V Congreso de la Sociedad Cubana de Matematica

y Computacién, Cienfuegos, Nov 1997.

¢ | Conferencia Internacional de Matematica y Computacién, Santiago de
Cuba, Jun 1996.

¢ | Conferencia Cientifica sobre el desarrollo de la Matematica y

Computacion, Santiago de Cuba, Jun 1995.
Siendo publicados los siguientes articulos:

[Ot,Ru 1] Otero A.M., Ruiz A.l.: Forma cuasi-normal generalizada para
sistemas de ecuaciones diferenciales no autbnomos. Memorias de la |
Conferencia Internacional de Matematica y Computacion, Santiago de

Cuba, Junio 1996 (publicadas en México).

[Ot,Ru 2] Otero A.M., Ruiz A.l.: Sobre el comportamiento de las trayectorias
de un sistema de ecuaciones no autbnomo con pequefio parametro. Revista
Integracion, Vol 16, No 1, Colombia1998.

[Ot,Ru 3] Otero A.M., Ruiz A.l.: Forma cuasi-normal generalizada para
sistemas de ecuaciones diferenciales no autonomos. Revista Ciencias
Matematicas, Vol 17, No 2, Cuba 1999.

[Ot,Ru 4] Otero A.M., Ruiz A.l.: Divergencia de la transformacion a la FCNG
(forma cuasi-normal generelizada). Revista Ciencias Matematicas, Vol 18,
No 1, Cuba 2000.
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[Ot,Ru 5] Otero A.M., Ruiz A.l.: Convergencia de la transformacion que
reduce la forma normal sobre superficie invariante (FNSI) a la forma cuasi-
normal generalizada (FCNG) de un sistema no autébhomo de ecuaciones
diferenciales ordinarias no lineales. Proceedings del Sexto Simposio de
Matematica y Cuarta Conferencia lItalo-Latinoamericana de Matematica
Industrial y Aplicada (ITLA), marzo 2001 .

[Ot,Ru 6] Otero A.M., Ruiz A.l.: Estudio de las trayectorias de un sistema no
auténomo con pequefio parametro. Revista Ciencias Matematicas, Vol 19,
No 1, Cuba 2001.

ESTRUCTURA

La obra cuenta con: Introduccién, dos Capitulos, Conclusiones y

Recomendaciones, asi como la Bibliografia.

En el primer capitulo se da una breve resefia acerca de los antecedentes y
desarrollo histérico de la respuesta a los problemas sobre: equivalencia
formal, equivalencia analitica, divergencia de Ia transformacion
normalizante, en el estudio de los sistemas auténomos. Se dan las
definiciones y condiciones que son utilizadas a lo largo del trabajo: Forma
Normal (FN), Forma Normal sobre Superficie Invariante (FNSI), Forma
Cuasi-Normal Generalizada (FCNG), ecuacion de resonancia, divisores
pequefios, equivalencia formal, equivalencia analitica, estas definiciones
provienen del estudio de los sistemas auténomos y son generalizados para
los sistemas no autdbnomos. Demuestrandose la equivalencia formal con la
FCNG, por el método mayorante de Cauchy. Ademas se demuestra que si
los valores propios de la matrizdel sistema (4) no cumplen la condicién o’
5, entonces solamente podemos garantizar la equivalencia formal entre el

sistema citado y la FCNG.

SLa condicién serd dada en el epigrafe 1.2 del capitulo I.
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En el capitulo Il se estudia el sistema no autbnomo con miembro derecho
dependiente de un pequefo parametro. Las funciones admiten desarrollo
en series de potencias convergentes. Los coeficientes de las series de

potencias se consideran funciones continuas y 2z-periddicas respecto a t.

Cuando los valores propios de la matriz del sistema satisfacen la
condicion » ® y las series de la FN satisfacen la condicién A se
demuestra la equivalencia formal y analitica con la FNSI en presencia de
divisores pequeinos. La demostracion de equivalencia analitica se realizé
empleando el método generalizado de Newton. Este resultado permitié dar
una demostracion completa de la equivalencia formal y analitica entre el

sistema no autonomo y una FCNG, en presencia de divisores pequefos.

Para el sistema no autonomo, una vez reducido a una FCNG, se hace un
estudio del comportamiento de las trayectorias del sistema, investigandose
en particular la bifurcacion de las soluciones periodicas. Aqui obtenemos las
soluciones periddicas y algunas propiedades de estabilidad de las mismas.
Para el caso algebraico’ se obtiene la ecuacion de bifurcacion de las
soluciones periddicas. Estos resultados son aplicados en el estudio de la

ecuacion de Van der Poll.

S La condicién serd dada en el epigrafe 1.2 del capitulo T
7 Ver [Bi 1]



CAPITULO I: SISTEMAS NO AUTONOMOS DE ECUACIONES
DIFERENCIALES ORDINARIAS

En el presente capitulo se esboza el desarrollo histérico conceptual de
las formas normales en el estudio de los sistemas auténomos de
ecuaciones diferenciales ordinarias. Extendemos a los sistemas no
auténomos algunos resultados obtenidos al responder las interrogantes
sobre equivalencia formal, equivalencia analitica y divergencia de la

transformacion normalizante en el estudio del caso auténomo.

El trabajo esta dedicado a estudiar un caso mas general de sistema no
auténomo que los tratados por [Ba,Ru,Pe 2], [Ru 1], [Ru 2] pues los valores
propios se encuentran a ambos lados del eje de ordenadas y sobre este, se
extiende el concepto de Forma Cuasi-normal Generalizada (FCNG) a los
sistemas no auténomos demostrandose la equivalencia formal y analitica
entre un sistema no autonomo y una FCNG, esta forma normal fue
introducida en [Ba,Ru,Ve,Be 4] para los sistemas auténomos. Ademas, se
extiende a los sistemas no autbnomos un resultado obtenido por Bruno [Br

3] en el estudio de la divergencia de los sistemas auténomos.

1.1. ANTECEDENTES HISTORICOS DE LOS PROBLEMAS:
EQUIVALENCIA FORMAL, EQUIVALENCIA ANALITICA Y
DIVERGENCIA EN EL ESTUDIO DE LAS FORMAS
NORMALES.

El método de las formas normales tiene sus origenes en la tesis doctoral
de H. Poincaré (1879) [Ar 2], él estudié el sistema autbnomo de ecuaciones

diferenciales,
)'c], :F].(x), j=1,..,n (1.1.1)

donde x = ( x1,...,Xn ), las funciones Fj(x), j=1,...,n, admiten desarrollo en
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series de potencias en las variables xi,...,Xs, sin términos independientes,
que pueden converger en cierta vecindad de  x = 0. Poincaré obtuvo el

siguiente resultado:

Existe la transformacion inversible de coordenadas,
X, =¢(y) ¢;(0)=0 j=l-n (1.1.2)

la cual transforma (1.1.1) en el sistema lineal (Forma Normal Lineal)

V=AY J=12n (11.3)

donde los valores propios 4 (j=1,...,n) de la matriz correspondiente a la
parte lineal del sistema (1.1.1) son considerados como puntos del plano

complejo y satisfacen las siguientes condiciones:

1.-) Todos los valores propios son distintos y existe una linea recta “m” que
pasa por el origen tal que todos los puntos estan a un mismo lado de dicha

recta ‘m”.

2.-) /11- #F<PA>=p Ay +..+p, A j=l...n para enteros arbitrarios

n
P20, > p;>1
=

El resultado obtenido por Poincaré nos muestra que la forma normal no
copia idénticamente al sistema inicial, sino que lo imita deformandolo un
poco, asi surge la interrogante“hasta que punto podemos confiar en las
propiedades del comportamiento de las soluciones del sistema inicial
descritas por la forma normal”. La respuesta ha esta interrogante es
realizada en dos etapas: En la primera se demuestra la equivalencia formal
entre el sistema (1.1.1) y el sistema (1.1.3). En la segunda etapa se

demuestra la equivalencia analitica entre los sistemas (1.1.1) y (1.1.3).

Las investigaciones sobre los sistemas auténomos por medio de las
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formas normales se han dirigido fundamentalmente a darles respuesta a las
interrogantes sobre la equivalencia formal y analitica, divergencia de la

transformacion normalizante y el estudio de las soluciones periddicas.

Dulac (1912) [Br 3] sélo consider6 que la condicion 1) es satisfecha,
escogiendo la recta “m” de forma tal, que la distancia de los valores propios
a larecta “m” no crezca con el incremento del subindice j, demostré que
mediante una transformacion de tipo inversible (1.1.2) el sistema (1.1.1)
puede ser transformado en la Forma Normal (FN):
y.=ay +3C WU T s (1.1.4)

Jo I Ppe-wp o1 J - o
donde la suma en la ecuacién j-esima se realiza sobre todos los enteros no

negativos ps,...,pn tales, que /1j¢plﬂ1 totp A j=lon,

La convergencia de la transformacion (1.1.2) fue demostrada mediante el
método directo Mayorante de Cauchy. Este método es relativamente simple,
no tan preciso como otros, por ejemplo el método iterativo generalizado de
Newton.

Después de los resultados de Dulac varios autores encontraron formas
normales a las cuales puede reducirse (en ciertos casos) el sistema (1.1.1)
mediante una transformacion formal, entre las principales contribuciones
tenemos los trabajos de Cherry y Birkhoff (1927), Sternberg (1957) y Chen
(1963) [Br 3, Introduccion] .

Siegel en (1952) introduce la condicion,
<P, A>|>elP” (1.1.5)
la que se satisface para algin ¢>0 y y> 0, donde,

<P,A>=p A4 +...+p A noesmas que el producto escalar entre los

vectores, 1eC" cuyas coordenadas representan el conjunto de los valores
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propios de la matriz del sistema, y el vector P= (0,0,...,0) de componentes
enteros no negativos, PeZ.. Esta condicion fue utilizada para demostrar la
convergencia de la transformacion (1.1.2) que reduce el sistema inicial (1.1.1)
a la FN lineal (1.1.3) por el método mayorante de Cauchy en un caso

particular de presencia de divisores pequenos.

La condicién (1.1.5) es mas débil que la condicion &:
\<P,ﬂ,>\ >e>0; si<PA>#0, (1.1.6)

Utilizada en el método mayorante de Cauchy para la demostracion de la

convergencia de la transformacion (1.1.2).

La version final de la FN fue dada por Bruno A.D. en 1964 [Br 1], quien
también obtuvo condiciones que garantizan la convergencia (divergencia)

de la transformacion en los casos en que se presentan divisores pequeios.

En la década de los 70 y los 80 aparecen los trabajos de Y. Bibikov [Bi
11,[Bi 2], donde se exponen las bases de las ideas y métodos
desarrollados por Poincaré, Lyapunov, Dulac, Birkhoff, Siegel, Kolmogorov y
Bruno, entre otros autores. Bibikov demuestra la existencia de la
transformacion que reduce el sistema (1.1.1) a una Forma Normal sobre
Superficie Invariante (FNSI) y/o una Forma Cuasi-normal (FCN) en casos
particulares de ausencia de pequefos divisores, estudiando ademas la
equivalencia analitica entre los sistemas (1.1.1) y una FNSI y/o una FCN.
Aqui las demostraciones de convergencia son dadas mediante el método

mayorante de Cauchy [Bi 1].

Cuando los valores propios de la matriz de la parte lineal del sistema se
encuentran a ambos lados del eje de la ordenada y un par sobre este, es

decir:

8 Esta condicién mds precisa serd dada en el epigrafe I.1 del presenta capitulo.



Reﬂq =0; s=12
Reﬂj <0, j=3,...m

Reﬂk >0, k=m+1,...,n,

Basov, Ruiz, Velazquez y Bermudez (1989) [Ba,Ru,Ve,Be 4], generalizan
el concepto de FCN, e introducen el concepto de Forma Cuasi-normal
Generalizada (FCNG) demostrando la equivalencia formal y analitica entre
el sistema (1.1.1) y una FCNG en ausencia de divisores pequefios. La
equivalencia analitica es probada mediante el método mayorante de

Cauchy.

La respuesta a las interrogantes sobre la convergencia (divergencia) de la
transformacion (1.1.2), por ahora segun nuestro conocimiento, ha sido

establecida solamente en unos pocos casos.

Ya desde Poincaré (1885) se conocia que la transformacion (1.1.2) puede

converger aun cuando la condicién 1) no se satisface este es el llamado,

“caso de un centro® para n=2, A= iw; A= -iw. En este caso las
restricciones corresponden no solamente a las partes lineales, sino a todos
los términos de la Forma Normal (FN). Las mismas son condiciones
necesarias y suficientes para la existencia de la integral general y1y> = C,
donde C es una constante. Ademas, Poincaré demostro la analiticidad de
esta integral general bajo una suposicion equivalente a la analiticidad de la
FN. Sin esta suposicion la analiticidad de la integral en consideracion fue
probada por Lyapunov (1892). No obstante ni Poincaré ni Lyapunov

buscaron una transformacioén del sistema inicial a la FN.

En este caso la transformacion a la FN fue finalmente obtenida en 1956
por Siegel, quien también demostrd la convergencia de la misma. Moser
(1958) empled el método de Siegel y establecio la convergencia de la

transformacion para el caso:



n=4,A1=-A2y A3=-Aa.
Para la clase de problemas en que se considera la presencia de divisores

pequefios, o sea /1]- =<P,A>; para algin  j=1,2,...n  Kolmogorov

sugiri6 que las demostraciones de convergencia de la transformacion
normalizante debian basarse en el método iterativo generalizado de

Newton, dando su primera aplicacion en 1954.

Este método ya habia sido empleado en 1948 por Kantorovich, para la
demostrar la convergencia en el caso en que la FN es lineal y los valores
propios satisfacen la condicion de Siegel (1.1.5). Una demostracion similar
fue dada por Pliss en 1965. Mas tarde el método fue aplicado por Arnold
(1962) y Moser (1966).

En los casos en que aparecen divisores pequeios, Bruno [Br 3] introdujo
en la década de los afios sesenta la condicién @y la condiciéon @' para los
valores propios. Para la demostracion de la convergencia, unida a las
condiciones anteriores aparece la condicién A [Ba 1] impuesta a las series
dela FN.

Bruno (1971) [Br 3] con ayuda del método generalizado de Newton,
demuestra la convergencia de la transformacion (1.1.2) en presencia de
divisores pequefios, teniendo como hipodtesis el cumplimiento de la
condicién @ y la condicién A, cuando los valores propios presentan el

siguiente orden:

Re Aj=0, j=12,..,L

Re Ak<0, k=L+1,2,...n

Fueron estudiados los siguientes casos,

1.-) Los valores propios A1,..., AL son conmensurables dos a dos.
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2.-) Hay un par de valores inconmensurables en el conjunto {11,..., A}

Para un sistema de tipo (1.1.1) donde los valores propios responden a la

siguiente clasificacion:
Re 4j=0, j=1,2,....L
Re Ak 20, k=L+1,2,....n,

V.V.Basov (1977) [Ba 2] demostrd la existencia y convergencia de la
transformacion que reduce el sistema (1.1.1) (FNSI), en presencia de

divisores pequeiios, por el método generalizado de Newton.

Bruno (1994) demuestra, para un sistema de tipo (1.1.1), un criterio sobre
la convergencia para los sistemas bidimensionales cuya FN es no ftrivial
[Br,Wa 18].

En (1997) Basov [Ba 11] prueba la convergencia de la transformacion
normalizante para un sistema autonomo cuando los valores propios poseen
parte real negativa, demostrando que la convergencia de la transformacion
normalizante depende directamente de los exponentes de las variables en
que se desarrollan las series de potencias que intervienen en el sistema que

se estudia y de la FN.

Los problemas de divergencia de la transformacion normalizante ya eran
conocidos por Poincaré. Pero la primera prueba completa fue dada por
Dulac (1904) para n=2. Su método fue usado mas tarde por Siegel (1941)
para probar la divergencia de la transformacion normalizante en los
sistemas hamiltonianos.

En el estudio de los sistemas hamiltonianos con dos grados de libertad,
donde los valores propios son imaginarios puros y algunos de ellos
inconmensurables, Siegel (1954) probod que la transformacion normalizante
diverge para casi todos los sistemas cuya FN contiene términos no

degenerados. La importancia de este resultado radica en que demuestra
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que la no convergencia de la transformaciéon no sélo es causada por la
presencia de divisores pequefos, sino que también puede producirse por

ciertas propiedades de los términos no lineales de la FN.

Nuevos resultados en esta direccion son ofrecidos en los trabajos de V.V.
Basov (1977) [Ba 1] donde, para un sistema de tipo (1.1.1), se prueba la no
convergencia de la transformacion que reduce el sistema (1.1.1) a una FN,
FNSI y FCN cuando no se satisface la condicion A y la matriz del sistema

posee un par de valores propios imaginarios puros.

Basov (1989) [Ba 6] propuso un método para el estudio de la divergencia
en el caso de un foco (este problema fue presentado por Siegel en 1959) y
enfrentd el problema de la divergencia en forma constructiva. Este método

aparece totalmente desarrollado en su tesis doctoral (1978).

Bruno demuestra en 1993 [Br 16], para un sistema de tipo (1.1.1) con un
par de valores propios imaginarios puros, la existencia de la transformacion

que reduce el sistema inicial a la FN. Silas series de potencias,

gi(y1y2) Y gz2(y1y2), en la FN satisfacen la condicion,
g te, =y v vyt y, #0m=1, (1.11.7)

entonces existe un sistema analitico de tipo (I.1.1) con j=1,2 para el cual la
transformacion normalizante que lo reduce a una FN diverge en cualquier

vecindad del punto yr=y2=0.

La pregunta sobre la convergencia en el caso en que se satisface (1.1.7)
estuvo abierta durante mucho tiempo. .M. Markashov (1972) estuvo
tratando de probar la analiticidad de la transformacion, pero sus

demostraciones contenian errores.

Finalmente Basov en 1978 prob¢ la divergencia de la transformacion para
algunos casos particulares, pero estas demostraciones son muy

engorrosas. Estos resultados fueron demostrados nuevamente por Bruno
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en 1978.

La teoria de las formas normales es una de las herramientas mas usadas
en la investigacion del comportamiento local de los sistemas de tipo (1.1.1),
proximas a los puntos estacionarios. A pesar de ser conocidos ciertos
criterios para el estudio del problema de la convergencia (divergencia) de la
transformacion de tipo (1.1.2), aun hoy no existe un criterio general que

resuelva todos los casos posibles.

Otra direccion en que se han obtenidos resultados importantes es en la
investigacion de las soluciones de los sistemas de tipo (1.1.1) dependientes
de un pequefio parametro, estudiandose el comportamiento de las mismas
al variar el pequefio parametro, es decir las bifurcaciones [Ar 2] de las

soluciones del sistema.

Bibikov [Bi 1] obtiene resultados en el estudio del sistema (1.1.1) cuando
el miembro derecho depende analiticamente de un pequefio parametro y la
matriz de la parte lineal del sistema posee un par de valores propios
imaginarios puros y el resto con parte real distinta de cero, estudiando en
particular las bifurcaciones de las soluciones periddicas (este caso también
fue estudiado por Shell en 1979). Mas tarde Bibikov generaliza este
resultado [Bi 3] al caso en que la matriz presenta 2n-pares de valores
propios imaginarios puros probando la existencia de la superficie invariante
y la familia de soluciones 2zperiddicas en una vecindad del origen de
coordenadas, ademas, ofrece las correspondientes ecuaciones de
bifurcacion. Este resultado fue generalizado para el caso en que la matriz
del sistema presenta 2n-pares de valores propios imaginarios puros y el

resto con parte real negativa por Salvadori [Sa 1].

Basov, Repilado y Saro [Ba,Re,Sa 5] construyen la ecuacién de
bifurcacién y obtienen condiciones para la solucidn de esa ecuacion para un

sistema real, analitico en el origen de coordenadas y dependiente de un
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parametro vectorial pequeno, donde la ecuacion caracteristica del sistema
de primera aproximacidn presenta raices imaginarias puras
conmensurables dos a dos. Bajo las condiciones anteriores el sistema
original es analiticamente equivalente al sistema lineal y posee soluciones

periddicas.

En 1991 [Bi 7] son publicados los resultados obtenidos por Bibikov
respecto a la existencia de la superficie invariante m-dimensional y las
correspondientes familias de soluciones periddicas para los sistemas
oscilantes de frecuencias multiples, obteniendo las correspondientes
ecuaciones de bifurcacion, asi como condiciones de estabilidad para las

familias de soluciones periodicas.

Otros resultados en esta direcciéon pueden ser encontrados por ejemplo

en los trabajos de de Basov [Ba 8] y Bruno [Br 17].

Bibikov 1997 [Bi 11] estudia un sistema auténomo de ecuaciones
diferenciales ordinarias dependientes de un pequefio parametro cuando la
matriz de la parte lineal del sistema posee L-pares de valores propios
imaginarios puros, el autor estudia la existencia de toros invariantes cuando

el pequeno parametro es positivo.

Otra linea de investigacion desarrollada es el estudio de las formas
normales mediante los métodos computacionales y el algebra
computacional algunos resultados en esta direccion pueden encontrarse en
los trabajos [Br 19], [Br 20], [Br 23], [Br 24], [ Bre,Go 1].

1.2.- PRELIMINARES

En este epigrafe daremos los conceptos y notaciones necesarios que
ayudaran a la comprension de nuestro trabajo. Los mismos son validos para
los sistemas no autonomos de ecuaciones diferenciales ordinarias con y sin

pequefios parametros, siendo estos el objeto de nuestro estudio.
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Pasemos a considerar el sistema no autébnomo de ecuaciones

diferenciales ordinarias:

x=Ax+ X(x,t) (1.2.1)
donde :

AeR ™"  xeC"

x=col(x ,xz,..,xn);
X:col(Xl,Xz,...,Xn)

Las funciones X; ( j=1,2,...,n) representan series de potencias en las
variables  x1,X2,...,xn, de grado no inferior al segundo, formales o
convergentes en una vecindad del origen de coordenadas, con coeficientes
continuos y 2zperiodicos respecto a t.

Las mismas admiten la representacion:

pn

X(x,t)= ZX(p)(t)xp; x? .:xflxgz..xn ,
|p|>2

pl= pytetp, P, pertenecea los enteros no negativos,

la serie convergeabsolutay uniformemate para \x\ <py
‘X(p)(t)‘<cp7‘p‘,c=c0nst, p—radiode convergenda, j=1,2,....,n

Definicién 1.1: El orden de la serie (ord X) es el conjunto de los grados de
los monomios que aparecen en su desarrollo.

Ejemplo:

X(x1, X2, 1) =XPI(t) x12 xB + XAI)(t) x4 x2° + X4I(t) x1* x2°,

ord X={5,7,9}

Ordenemos los valores propios A de la matriz A de manera que:
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Re;tS:O,- s=12,...,L, ﬂ":(ll""’/’i’[‘)
Reﬂj<0; j=L+1,...,m, /I”z(lLH,...,ﬁ,m)
Rexlk>0; k=m+1,...n, A"=(A /1n)

m+1""

Podemos considerar el vector A=(1,17,17) (0 < L < m < n), cuyas
coordenadas representan el conjunto de todos los valores propios de la

matriz A.

La particién realizada a los valores propios sera valida para todas las

variables y funciones que intervienen en el trabajo.

Definicién 1.2: Para el sistema (1.2.1) llamaremos coeficientes resonantes a
los coeficientes de los términos de las series de potencias correspondiente

a un par (p,4) que satisfacen la igualdad,

5p/1 =ik, keZ", peZ.", donde (1.2.2)

n
5p”1j :<p,/1>—/1j = les/is —/1j, 1=12,...,n,
§=

O
20)

.

0,1 )

n

5p,i .:(5p’/11

p= (P1,....0n), A=(A1,...,An)
i- es la unidad imaginaria.

En cualquier otro caso los coeficientes son no resonante. La ecuacion
(1.2.2) recibe el nombre de ecuacion de resonancia. Cuando (1.2.2) se
satisface nos encontramos en presencia del caso de divisores pequefios
[Br9].

Para un sistema auténomo la resonancia se presenta solamente en el

caso en que k=0 [Bi 1].

Notemos que la aparicién de los casos resonantes (1.2.2) en el caso no

auténomo, donde k=0 impone nuevas dificultades para obtener los
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coeficientes de las series, lo cual hace que las demostraciones sobre
equivalencia formal y analitica de los sistemas tenga un mayor nivel de
dificultad.

Definicién 1.3: Los valores propios de la matriz del sistema se llaman
conmensurables, si la igualdad <p,A>= 0 tiene lugar para algun valor tal,
que peZs,
[Gr1].

p|# 0. En caso contrario diremos que son inconmensurables

Como es sabido de los cursos de Algebra Lineal, la matriz A del sistema
(1.2.1) es llevada a la forma normal de Jordan [Ga 1]. Por tanto existe una
transformaciéon lineal no degenerada que reduce el sistema (1.2.1) al
sistema no autdonomo de ecuaciones diferenciales ordinarias:

X' =JX'+X'(x,t)
)2:”:.]',')(”+X”(X,t) (|23)
x" :J”Ixm—l—Xm(X,l‘)

donde J',J",J" representan celdas de la matriz en la forma canodnica de
Jordan de las siguientes dimensiones: J’ de dimension L x L; J” de
dimension (m-L)x(m-L) y J””de dimension (n-m)x(n-m).

Consideremos ademas el sistema no autébnomo de ecuaciones

diferenciales ordinarias,

V=IY YV )+ Y ()

V'=JY"+Y"(y.t)

YI=JY Y (1), (1.2.4)
donde los segundos y terceros sumandos representan series formales de

potencias sin términos lineales ni independientes.

Definicién 1.4: Los sistemas (1.2.3) y (1.2.4) son formalmente equivalentes si



26

existe el cambio de variable,

X =y W (Y1)

x"=y"+h"(y't) (1.2.5)

xl” — y”l +h”’(y,)t)

el cual reduce el sistema (1.2.3) al sistema (1.2.4), donde los segundos
sumandos del miembro derecho de (1.2.5) representan series formales de

potencias.

Definicién 1.5: Si las series que intervienen en los sistemas (1.2.3), (1.2.4) y
(1.2.5) son series convergentes entonces los sistemas (1.2.3) y (1.2.4) son

analiticamente equivalentes.

Si el vector de los valores propios satisface 1=1"entonces los sistemas
(1.2.3), (1.2.4) y la transformacion (I.2.5) quedan reducidos a la primera
ecuacion.

Definicién 1.6: El sistema de ecuaciones diferenciales,
V'=JY +Y'(y',t), define una Forma Norma (FN) L-dimensional si,
en el desarrollo de la serie Y'()/,t) todos los coeficientes no resonantes

son nulos.

Definicién I.7: El sistema (1.2.4) (0 <L <m < n) define una Forma Normal

Sobre Superficie Invariante (FNSI), si Y '( y',t ) en su desarrollo contiene

so6lo términos resonantes y se satisfacen las igualdades:
Y'(y,y"0.)=0; Y'(¥'0,y"1)=0

Yy v 0.0)=0: Y'(y'0.y".1)=0

Definiciéon 1.8: El sistema (1.24) (0 <L <m < n), donde la primera
ecuacion es una FN L-dimensional y se satisfacen las igualdades,
?r!(yr)olyw’ t) =0

f’;m(y!) y”,O, t) — O,



27

se llama Forma Cuasi-Normal Generalizada (FCNG).

Sobre los hiperplanos )"=0 , y"=0 quedan definidas las
correspondientes Formas Cuasi-Normales (FCN) [Bi 1]. Asi la FCN se da
solamente para el caso en que los valores propios estan situados a un lado

del eje de ordenadas y sobre este.

Ejemplo:

Para y””=0 la FCN queda como sigue:

V' =JY+Y(y.t)
)‘/” — Jr-!yn + Y”(y, t)

Para garantizar la equivalencia analitica entre un sistema auténomo y
alguna forma normal (FN, FNSI, FCN, FCNG) a los valores propios de la
matriz de la parte lineal del sistema se le ha exigido que satisfagan alguna
de las siguientes condiciones: condicion &, condicion w y la condicion w’asi
como el cumplimiento de la condicion A a las series que intervienen en la
forma normal, al respecto algunos resultados pueden encontrarse en los
trabajos de [Ba 1] [Ba 2], [Ba,Ru, Pe 3], [Bi 1], [Bi 2], [Br 3], [Br 9], [Ot,Ru 2],
[Ot,Ru 3], [Ru 1]. A continuacién estas condiciones seran enunciadas, las
que en nuestro trabajo permitirdn responder a las interrogantes acerca de
la convergencia (divergencia) de la transformacion normalizante en los

sistemas no auténomos.
Condicioén &:

Existe & > 0 para el cual los valores propios A1’de la matriz del sistema

(1.2.3) satisfacen la desigualdad:

‘5}7,,2,25; V(P A), donde p'=(pi.cap, ) A =(Ayiuiy )
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Esta condicién nos dice que a medida que p’y A’varian nos dan nuevos
puntos en el plano, estos puntos se pueden hacer tan cercanos como se
deseen, luego lo que se esta haciendo es excluir todos los puntos ik donde
i es la unidad imaginaria y k=0,+1,£2,..., por ello a esta condicién se llama

también condicion de ausencia de divisores pequerios.

Condiciéon o’:

o

Sea @ =min ’
k S p’ls

; paratodo (p;A), tal que 5p’ﬁ =0 donde;
s

s=1...L; 2<[p|<2%: Kk=123...

Se dice que los valores propios satisfacen la condicion @', si se

satisface,
lim Z_k lna)/;1 < 400
k
—> 00

Condicién w:

p

Sea @ :msin5 r 27| ; para todo (p;A) tal que 5pr,1 =0 donde,
s Y

s=1...L; 2<p|<2k; k=123

Se dice que los valores propios A'satisfacen la condicion w, si

k_127k < +o0

La condicion »” es mas débil que la condiciénw, pues la convergencia
de la serie implica el acotamiento de todos sus términos.

Consideremos que los valores propios de la matriz de la parte lineal del

sistema (l.2.1) estan distribuidos sobre todo el plano complejo es decir
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existen valores propios a ambos lados del eje de ordenadas y sobre este,
ademas los valores propios A’ y el vector yeC" con y= ikj, kieZ, j=1,...,.L
donde i es la unidad imaginaria son linealmente independientes, entonces la
FN L-dimensional viene expresada por un sistema autbnomo de ecuaciones
diferenciales de orden L, es decir el miembro derecho de las ecuaciones en
la FN no depende de t [Br 3, Seccion 11. 1].

YV =JY'+Y'())
La condicion A sera definida para el caso anterior.
Condicién A:

Existe una serie de potencias (2(y’) en las variables y’ tal, que en la FN

para las series Y'(y') es valida la igualdad.

Y(Y)=Ay Ay ) 1,=0;s=1...L; a=2...n

1.3.- FORMA CUASI-NORMAL GENERALIZADA PARA
SISTEMAS NO AUTONOMOS.

En este epigrafe iniciamos el estudio del sistema no auténomo de
ecuaciones diferenciales ordinarias. Las investigaciones para esta clase de
sistemas no es tan extensa como para los sistemas auténomos cuyas
interrogantes tratadas por la Teoria de las Formas Normales, al cabo de
mas de cien afos de estudio solo han encontrado respuesta en casos

particulares.

Para el sistema (1.2.1) se demuestra la existencia de la transformacion
que lo reduce a una FCNG, se plantean condiciones que permiten
demostrar la equivalencia analitica entre el sistema (1.2.1) y la FCNG por el

método Mayorante de Cauchy [Ot,Ru 2].
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1.3.1.- FORMULACION DEL PROBLEMA
Estudiemos el sistema no auténomo de ecuaciones diferenciales
ordinarias (1.2.1). Supongamos que el mismo ya ha sido transformado al
sistema con matriz en la forma normal de Jordan (1.2.3). Supongamos
ademas que los valores propios 1’ y el vector yeC- con y= ik, kieZ, j=1,...,L

donde i es la unidad imaginaria son linealmente independientes.

Entonces la transformacion:

X =Y WY )Y O)+R (YY)

xX'=yY RV ) +h(Y, V) (1.3.1.1)
xl” — ym+hm(y',t)+hm(y',y”,t)

reduce el sistema (1.2.3) a una FCNG,

V=JY'+Y'(Y')

V'=JY'+Y"(y,t) (1.3.1.2)
V'=JY"+Y"(y,t)

Los segundos, terceros y cuartos sumandos del miembro derecho de
(1.3.1.1), asi como los segundos sumandos del miembro derecho de (1.3.1.2)
representan series de potencias formales que satisfacen las propiedades
descritas para las series del sistema (1.2.3).

Nuestro propdsito es demostrar la equivalencia formal entre el sistema

(1.2.3) y el sistema (1.3.1.2). En una segunda etapa demostraremos la

equivalencia analitica entre estos sistemas.

1.3.2- EQUIVALENCIA FORMAL ENTRE LOS SISTEMAS (1.2.3)
Y UNA FCNG (1.3.1.2).

La respuesta a la interrogante sobre la equivalencia formal entre los

sistemas (1.2.3) y (1.3.1.2) se reduce a demostrar la existencia de la

transformacion (1.3.1.1).
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En este epigrafe probamos que existe la transformacion (1.3.1.1) que
reduce el sistema (1.2.3) al sistema (1.3.1.2), entonces la demostracion se
reduce a la obtencion de los coeficientes de las series formales, donde, en
el caso resonante, los coeficientes de las series de la transformacion se
obtienen de forma arbitraria, mientras que en el caso no resonante los
coeficientes de las series Y{y) del sistema (I.3.1.2) son idénticamente

nulos.

Siguiendo las ideas expuestas por Poincaré, derivando (1.3.1.1) a lo largo
de las trayectorias de los sistemas (1.2.3) y (1.3.1.2), obtenemos un sistema
de ecuaciones diferenciales que relaciona los sistemas (1.2.3), (1.3.1.1) y
(1.3.1.2) [Ot,Ru 2] [Ot,Ru 3]:

J’[h’+fz+}~z]+X’(y’+h'+I;’+}~z’,y”+h”+}~z”,y'”+h"’+fz’”,t)=Y’(y’)+
O N,y s O N i
LIV +Y'(Y)]+
@
7 hﬁ, now, n ' mom o m 1 ;‘r ;!
7[Jy +Y (y,t)]+W[Jy +Y"(y,t)]+h"+h +h

TR AR ]+ X"V +h+0 +R " +h R+ 0"+ 7" t)=Y"(y,t)+ (1.3.2.1

o h" " i o ;;" " i o E” mom o m " ;”
EE [JY'+Y'(y)]+ & [Ty +Y(y)]+7[cfy +Y(y. )] +h"+h

[Ty +Y'(y)]+

= ﬂ@},l,[J'y’+Y'(y’)]+
oh

+

TR +h" ]+ X"y 4R+ + Ry R+ Ry R+ ") =Y ")+
a h" "t Y 2 h/‘m I 1yt o hAm o, on . m :‘m
A IV Y (V)] TV Y (Y )]+ [T Y Y (y,0)] +h" +h
&y @y @
Eliminando los paréntesis en el sistema (1.3.2.1) y transponiendo algunos
términos convenientemente, tomando los coeficientes de las series del
mismo orden p obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales

ordinarias:
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WP o py(P) (P s w(P)ys w(P)is, (P
p.A p.p"A p.p".A
—on(P) g (P) o (P) o x(P) _y(P) ¢y l)r’h’(p') _
—(p+ 1R p.pr") _ (p"+1n p.r") _ (p +1)R( p.r") _
—(p"+ I)Z-MZ"(P,»pm) —(p'+ l)h'(pl_S')Y'(S') —(p + l)ﬁ'(p'_S,:P”)Y'(S’) _
—(p"+ R p'=s".p"=s")yn(s'.s".p") _ (p'+ R p'=s".p" )yr(s') _
_(pm + 1)}7((pl_Sl,pm_s”')?m(s,’p”)s”')
P L pr(p) s ) ”h”(p) +5, ”71”(19) = p"(P) 4 ppr(p)
pA p.r".A
+ X"P) Y  )n (P —(p' )R (PP (1322)
—(p"+ I)TMZ”(P”,P"') —(p + l)h"(P'*S')Y'(S') _
_(pr 4 1)}7n(p’fs',p”')Yr(s') _(pm " 1)7[/!(p'7s',pmfsm)?m(sl,p”,sm)
Brp) pm(p) | 5 ) mh’”(p) +5 , m;;m(p) = pm(P) 4
p.A p.p".A
+ T'”};W(P) L xm(p) _ym(p) —(p+ I)T'};”'(P',P”) —(p +1)T'hm(,ﬂ') _
_(p” +1)Z_”h"m(p',p") _(p: _'_l)hm(p'fs')Y:(S') o

—(p AR (PSP Iy
_ ” rm(p'—s',p"—s" )Fn(s",s",p")
(p"+1)h Y

Para un estudio detallado tomemos los coeficientes de orden p de las
series de forma tal, que respondan a los siguientes casos:
1)Si p=(p'00) el sistema (1.3.2.2) tomala forma:
fl'(p)(t)+5p, /I'hl(p)(t) — @’(P)(t)_y'(l?)
jl”(P)(t)+5p, ﬂ,”h”(p)(t) - @”(p)(t) (1.3.2.3)
P ()48 kP ()= 0" P (1)

Las funciones @ ¥ donde k puede ser ', " o "', se obtienen del

miembro derecho del sistema (1.3.2.2) tomando aquellos términos de las

series formales cuyos coeficientes responden al mismo orden p.



33

Resolviendo la primera ecuacion de (1.3.2.3), diferenciando los casos

resonantes y no resonantes, llegamos a los siguientes resultados:
a) Cuando 5p' 4 #ik . para todo par ( P A), koeZ. la inica

solucién 2-periddica viene dada por la siguiente expresion:
) t+21
h'(p)(t)=(Exp(27ﬁp,)/1,)—1)(_ ) [oP)io) Exp(S,, ,(o=1)) do (1.3.2.4)
t

La solucién de la segunda y tercera ecuacion del sistema (1.3.2.3) se
obtiene de acuerdo con la expresion (1.3.2.4), pues responden al caso no
resonante. Asi obtenemos los coeficientes de h"(p)(t) y h’”(p)(t).

b.) Si 5p',ﬂ’ :iko, para todo par (p',A'), kO #0 la solucion
viene dada por :
(p)

t
WP (1) = CExp(-ik 1)+ [@'(P) (0 )Explik (o ~1))do - Y Exp(=ik )
0

1
o

Para que esta solucion sea 27periddica es necesario y suficiente que se
satisfaga la igualdad:

27
[@ P (o)Exprik o )do =0
0

c) Si 5p' Pl 0, la solucionvienedada por la expresion :

t
WP ()= [0P) (o )do -1 (P, 1 e [027] (13:2.5)
0

La misma es 27periodica respecto a t si y solo si, se satisface la igualdad:

1 2z
Y'(P) — j@'(p)(a)da
2 0
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1) Si p=(p',p".0) entoncesel sistema(1.3.2.2) queda

como sigue:
n(P) 48y e WP ()= P 1)
h;'”(p)(t)+5p, o j'm],;”'(l’)(l«) — é"'(l’)(t) (1.3.2.6)

II1) Si p=(p',0,p" ) entonces,

RPN +S, . B ()= P (1) (13.2.7)

;"(P)(t) + 5p',p”',ﬂ,”7{”(p)(t) _ 5"(P)(t)

Las soluciones de los sistemas (1.3.2.6) y (1.3.2.7) se obtienen por medio
de expresiones similares a (1.3.2.4), pues estos responden al caso no

resonante por las propiedades de los valores propios que intervienen en la
ecuacion de resonancia.

IV)Sip=(p.p".p") entonces
7”(17) — X”(p) _(pm +1);”(p'—5',p”—S”,pm—S”’))";m(S,,S”,S’”)
ygm(p) — xm(p) —(p" +1);}"'(17'—3',P"—S"»P”'—S”'))?”(S',S”,Sm)

Ha quedado demostrado el siguiente teorema:

Teorema 1.1 [Ot, Ru 2],[Ot, Ru 3]: El sistema analitico (1.2.3) y la FCNG
(1.3.1.2) son formalmente equivalentes.

1.3.3- EQUIVALENCIA ANALITICA ENTRE EL SISTEMAS (1.2.3)
Y UNA FCNG (1.3.1.2).

Luego de probar la equivalencia formal, si logramos dar condiciones que
garanticen la convergencia de las series de la transformacion normalizante
(1.3.1.1) y de la FCNG (1.3.1.2), habremos obtenido la equivalencia analitica
entre los sistemas (1.2.3) y (1.3.1.2), propdsito de este epigrafe.

En este epigrafe estudiaremos un caso de ausencia de divisores

pequefos, impondremos a los valores propios A’ el cumplimiento de la
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condicion ¢ y a las series Y{y) la condicion A, la demostracion de
equivalencia analitica es realizada por el método directo Mayorante de
Cauchy ([Ot, Ru 2], [Ru 1], [Bi1], [Bi 2]).

Teorema 1.2 [Ot, Ru 2]: Supongamos que los valores propios 1’ de la
matriz del sistema analitico (1.2.3) satisfacen la condicién ¢y las series
Y1{y) de la FCNG (1.3.1.2) cumplen la condicién A entonces los sistemas

(1.2.3) y (1.3.1.2) son analiticamente equivalentes.
La idea de la demostracién del teorema 1.2 es la siguiente:

La transformacion formal (1.3.1.1) es la superposicion de las

transformaciones:

I)X'=y'+h(y't) D) =y +h'(y',y"t) I)x' =y +h(y,y"t)
x”:y”+h”(y”t) xﬂzyﬂ_i_h"(y!’ym’t) x”:y”
x!” — ym+h!”(ylyt) x”! — yW x’” _ ym + h"m(y,,y”’t)
2) Construimos una serie mayorante para las series de la transformacion
normalizante (1.3.1.1) y de la FCNG (1.3.1.2)

3) Probamos que la serie mayorante es convergente.

La segunda afirmacion se obtiene acotando las soluciones de tipo
(1.3.2.4) para los sistemas 1), IlI) y Ill), obteniéndose la correspondiente
expresion de mayoracion, la tercera mediante el teorema de las funciones
implicitas. Las afirmaciones uno, dos y tres garantizan la convergencia de
las series de la transformacién normalizante (1.3.1.1) y de la FCNG (1.3.1.2),
quedando asi demostrada la equivalencia analitica de los sistemas (1.2.3) y
(1.3.1.2).

Demostracion teorema I.2:

Demostremos la convergencia de las series que aparecen en la

transformacion 1):
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Consideraremos los coeficientes de las series de orden p que responden
al caso a).

Partiendo de la expresion (1.3.2.4) y utilizando la condicién A obtenemos

la siguiente desigualdad:

Sup ‘X(p 100) ‘+
h'(p)‘< 2z te[0.27]

(Exp(ZmSP%,)—l) +H<p'+LA'> Sup
' te[0.2rx]

(1.3.3.1)

p(P4e =) ofs =) y(p')

De la condicién & tenemos que existen las constantes positivas Ms y M2

para las cuales se satisfacen las desigualdades:

2T <M. - 27< p'+1,A">| <

< M
1
(exp(ZmS'p’]”)—l) (exp(27ﬂp')/1')—1)

Multiplicando ambos miembros de la desigualdad (1.3.3.1) por
y'p' sumando sobre todo |p|>2 y s'=12...n obtenemos que existe

C>0 tal que la siguiente relacion de mayoracion es valida:
n n n L
DV )=CY DX (Y )+ Y (V)Y 2 (V') (1.3.3.2)
s'=1 s'=1 s'=1 s=1
donde C=max { M1,M:}.

Es conocido que cualquier serie de potencias convergente X(y’h)

puede ser expresada como sigue [Bi 1]:

Xy h)= 7 . (13.3.3)
A B

donde ay S son constantes positivas.
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Seleccionando las funciones hs,(y'); s'=1,...,n de tal manera que, si

ponemos
L n

u(y')=2.2.(y)+ 2 hi()) (1.3.3.4)
s=1 s'=1

entonces,

L n

Zlﬂs(y% ,Zlhs'(y',t)swy') (1.3.3.5)

s= s =

Nuestro objetivo es probar la convergencia de u(y').

Puesto que los coeficientes de u(y)’) son no negativos, es suficiente
considerar y1=y2=..=yn =17

Ademas, se satisfacen las relaciones:
u(y')=yvy')=m(n)

L n
Y 2(y) Yha(y)<n*vi(n), (1.3.3.6)
s=1 '—1

Entonces de (1.3.3.2), (1.3.3.3) y (1.3.3.6) obtenemos la siguiente
desigualdad:

w(n)< cna7][L+v(77)]2
1=pn[L+v(n)]

Existe la funciéon «w(n7) tal, que se satisface la ecuacion:

—em(n); (1.3.3.7)

2
o(n)— cnan [L+w(n)]

2
- :0; 9.0,
1= fn [L + ()] cnw=(n) (1.3.3.8)

la misma puede ser escrita como,

L (cx17),17)=0

La funcién (1.3.3.8) satisface las condiciones del teorema sobre las
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funciones implicitas [Fi 1]:
1)77(00)=0
2)i1”(0,0)=1

dw

Por lo que existe w=w(n), solucién unica de (1.3.3.8), la cual es analitica
en una vecindad del origen y como Ww(17)<a(n), se garantiza la

convergencia de u(y’), quedando demostrada la convergencia de las series
hWy.t) yY'()).

La demostracion de la convergencia de las transformaciones Il) y Ill) se
realiza de forma analoga, quedando completamente demostrada la

equivalencia analitica de los sistemas (1.2.3) y (1.3.1.2)

1.4.- DIVERGENCIA DE LA TRANSFORMACION QUE REDUCE
EL SISTEMA (1.2.3) A UNA FCNG (1.3.1.2)

La transformacion (1.3.1.1) diverge si al menos una de las series que
intervienen en la transformacién diverge. En este caso sé6lo habremos
podido garantizar la equivalencia formal entre el sistema (1.2.3) y la FCNG
(1.3.1.2).

Bruno en [Br 3, Seccion 7] utiliza la condicion o’ para probar la
divergencia de la transformacion normalizante en los sistemas autbnomos.
Demostraremos que esta misma condicion garantiza la divergencia de la

transformacion que reduce el sistema analitico (1.2.3) a una FCNG.

Teorema 1.3 [Ot, Ru 3]: Si los valores propios A'correspondientes al
sistema analitico (1.2.3) no satisfacen la condicién @’ entonces la
transformacion que reduce el sistema analitico (1.2.3) a la FCNG (1.3.1.2) es

divergente.

En la demostraciéon del teorema 1.3 nuevamente consideramos (1.3.1.1)
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como la superposicion de las transformaciones ), 1) y Ill). Calculando los
coeficientes de la serie de la transformacion |) de acuerdo con la expresion
(1.3.2.4), negando la condicion @', demostramos que los coeficientes de
las series de la transformacion |) no pueden ser acotados, lo que garantiza
que las series de la transformacién 1) divergen, y por tanto diverge la

transformacion que reduce el sistema (1.2.3) a la FCNG (1.3.1.2).
Demostracién teorema I.3:
Demostremos que la transformacion (1.3.1.1) es divergente.

Consideraremos nuevamente (1.3.1.1) como la superposicion de las

transformaciones 1), 1) y Ill), demostremos que [) es divergente.

Si la condicion @’ no se satisface entonces:

T ~—k -1
Im 2 " lnw, =+ 1.4.1
A k (1.4.1)

Para cada k, el valor minimo ax es tomado sobre p'(k) e N, por lo que

podemos asumir que para,

(k)| ok
5 20, |[pM| <2k o =5
o5 g k=0 (k) 4
es valida la desigualdad,
-1) (-1)

(1) ( (-1) b -

p'(k)‘ Ino i Zp'(k)‘ InExp(6 i )—1 >2 klna)k1
pr( ) A p'( )
y de (1.4.1) se deduce que:
_1)

EEPAEY (
lim ’(k)‘ In|Exp (0 -1 =0 1.4.2
e p P ( p’(k),ﬂ,') (1.4.2)
Dado que

() i (P) 4 x(P) (et (P) (4 1) (P =5 +¢) yr(s' =€)
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en la expresion (1.3.2.4) es una funcién continua para todo te<[0,27], por
medio del teorema del valor medio generalizado [Fi 1] obtenemos la

siguiente igualdad:

(-1) ‘@'(P)(é)‘
Exp(o L

'(P) (t)‘

(0 7!

a2+b2‘

aExp(27o (k) )+bExp(27za)(sen(27d9)—1005(2711))) o ,(k) 2

donde:

a=Red s b=Imod K e[02x]
S5 g (k) s

Aplicando logaritmo a ambos miembros y multiplicando por

(-1
p’(k)‘ llegamos a la igualdad,

T (-1) 1 Qy([’)(f)‘

(-1 (-1)

:( k) i(p) i(k) (k) _‘________

‘ m‘ 1Pt ‘ ‘ Exp(z,«ns )] ’ +|p ‘ - ‘a2+bz‘ +
(-1

+ p'(k)‘ In aExp (270 (k ) )+bExp(2ma )(sen(2mb )—icos(2mb))— & (k )

siendo valida la desigualdad.

(-
WP )P (k)‘ > Ex{ »

Por (1.4.2) llegamos al siguiente resultado,

,(k)(—l)

InExp(27d

(f)|(71 ~
‘ (K, s

(—I)J

lim
k—>o0

— OO

'(P)(t)
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de donde se deduce que,

lim | W(Pt) | =
k—>o0

las series de la transformacion 1) divergen, y por tanto diverge la

transformacion que reduce el sistema (1.2.3) ala FCNG (1.3.1.2).

Queda asi completamente demostrado el teorema 1.3.
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CAPITULO II: SISTEMAS NO AUTONOMOS DE ECUA CIONES
DIFERENCIALES ORDINARIAS CON PEQUENO PARAMETRO

Este capitulo estd dedicado al estudio de un sistema no auténomo de
ecuaciones diferenciales ordinarias no lineal con pequeno parametro, en el
mismo se da respuesta a las interrogantes de equivalencia formal y
equivalencia analitica con una Forma Normal sobre Superficie Invariante
(FNSI) cuando los valores propios de la matriz de la parte lineal del sistema
se encuentran distribuidos sobre todo el plano complejo, estudiandose el
caso en que se presentan pequefios divisores. Se demuestra la
equivalencia formal y la equivalencia analitica entre una FNSI del sistema
inicial y una FCNG. Los resultados anteriores garantizan la equivalencia
formal y equivalencia analitica entre un sistema no autbnomo de ecuaciones
diferenciales ordinarias no lineal con pequefio parametro y una FCNG en el

caso de divisores pequefos.

Una vez reducido el sistema inicial a una FCNG se investiga el
comportamiento de las trayectorias al variar el pequefio parametro, en

particular se estudian las soluciones periddicas y su bifurcacion.

Il.1.- FORMULACION DEL PROBLEMA.

Consideremos el sistema no autbnomo de ecuaciones diferenciales
ordinarias con pequeno parametro:

x=A x+X (xt,u) (1.1.1)

donde A es una matriz de orden (n x n) con coeficientes reales, cuyos

valores propios presentan el siguiente orden,
Reﬂszo; s=12,...L, A :(ﬂl,...,ﬂL)
Re/'tj<0,' j=L+1,...m A =(/1L+l,...,/1m)
Reik>0; k=m+1,...,n, A =(ﬂm+1,...,in)
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En consecuencia aplicamos la siguiente notacion A=(1,474") (0L <m

<n).

Estudiaremos el caso en que los valores propios A1’y el vector ye C* con
x j= ik para kjeZ (i es la unidad imaginaria), j=1,...,.L son linealmente

independientes.

Las funciones X; ( j=1,2, ...,n) son funciones analiticas respecto a la
variable x= col(x1,...,xn) y al pequefio parametro u= (us,...,um) (0<|p <<1),
sin términos de grado cero y grado uno con coeficientes continuos y 27

periédicas respecto a t (1 €/027]).

Entonces estas funciones admiten la representacion,

o o
X(x.t,10)= Z x(pr )(t) PP

‘p+p022
o o
p_ P P Py PP P
xU=xtxtlx oo ut =t
o| _ o o .
‘p+p =p,t..+tp +p +...+p .

. o . ;] — . —
pjeZ+, pkeZ+, j=L..,n; k=1,...m,
la serie converge absoluta y uniformemate para,

—‘ p+p°

o
x+u<p, y XPP(t) <cp ¢ = const,

Por medio de una transformacion lineal no degenerada el sistema (11.1.1)
es reducido al sistema,
xX'=Jx"+ X'(x,t, 1)
x"=J%"+X"(x,t, 1) (1.1.2)
xm =J”.me+Xm(x) t, /,[)
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donde J',J",J" representan celdas de la matriz en la forma canodnica de
Jordan de las siguientes dimensiones: J’ de dimensiéon L x L; J” de
dimension (m-L)x(m-L) y J””de dimension (n-m)x(n-m).

La transformacion formal:
X =y +h(y.tp)
X"=y"+h"(yt,u) (I1.1.3
xlﬂ :yﬂl_’_h”!(yl’t,#)
donde los segundos sumandos del miembro derecho son series formales de

potencias reduce el sistema (11.1.2) a una Forma Normal sobre Superficie
Invariante (FNSI),

V=IY Y (Y )+ Y (v t)
V' =JY +Y"(y.ut) (I1.1.4)
P= T Y ()

Nuestra tarea es conocer cuanto se aproxima la FNSI al sistema no
autonomo (l1.1.2) de ecuaciones diferenciales ordinarias con pequefio
parametro y en que medida la FNSI es capaz de expresar propiedades
generales que describan el comportamiento de las soluciones del sistema
(11.1.2).

La tarea planteada quedara resuelta cuando sea demostrada la

equivalencia formal y analitica entre el sistema (11.1.2) y el sistema (11.1.4).

11.2.- EQUIVALENCIA FORMAL ENTRE EL SISTEMAS (11.1.2) Y
UNA FNSI (11.1.4).

Para demostrar la equivalencia formal entre el sistema (11.1.2) y una FNSI

(11.1.4) seguiremos las ideas expuestas en el epigrafe 1.3.2.
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Derivando (l1.1.3) a lo largo de las trayectorias de los sistemas (11.1.2) y
(I1.1.4), obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones que relaciona los
sistemas (11.1.2), (11.1.3) y (11.1.4) [Ot,Ru 2]:

J'h’+X'(y’+h’,y”+h”,y'”+h’",t,y)=Y'(y',,u)+)7’(y,t,,u)
é,h, 1t 1,1 v L

Ty,[Jy +Y'(OV, wW+Y (v, p)]+h

JH + X"V +h ) Ry +h" 1) =Y"(y.t, 1)+

Zi,[fy'+Y'(y',,u)+)7'(y,t,y)]+}'z” (1.2.1)

+

+

TR+ X (Y AN R Y B ) =Y (2, 1)+

é’hm ! ’ ' 7 m
+7y,[Jy +Y' (Y ) +Y'(yt, )] +h

Lema II.1: Si el vector h=(H,h",l" ) satisface el sistema (11.2.1) entonces la
transformacion (11.1.3) existe.
Demostracion lema Il.1:

Eliminando los paréntesis en el sistema (11.2.1) y transponiendo algunos
términos del miembro derecho al miembro izquierdo, para los coeficientes
de las series del mismo orden p obtenemos el siguiente sistema de
ecuaciones:

P s, (P =i (P) o x(P) _y(P) e (PoP7)

P
_(p' +1)h'(P'_S':P0 -5 )Y'(S':SO) _(p'+1)h'(p'_5'rl?0 _SO)YI(S!’pN’pm’SO)
jr(p) +5p, ﬂ"h”(p) —(P) L xr(P) _§r(p) —(p'+1)2’7l”(p,’p0) _

—(p PSPy ST (PSS g s (g 0
jim(p) 5y e p(P) = mr(P') 4 xo(P) _gn(P) _ ¢y g )P0 _

n_m O

(PSP y(8'5%) (D=8 P =5 Jgn(s' " p"s%)
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Con el objetivo de realizar un estudio detallado del sistema (11.2.2), lo
dividimos en los siguientes casos, los mismos responden a los coeficientes

de las series del mismo orden p:

N Si p=(p.0,0,p’)elsistema(/l.2.2) quedacomosigue,

h'(p)(t) 4 5p,’lh’(p) (t) — q)'(p)(t) _ Y’(p)

A" (1) + 5P,wh”“’) @) =D"”(¢t) (IL.2.3)
],’lm(p)(t) + é‘pwhm(p)(t) =Pp"» (t)

Las funciones @’®), @”® y @"®)  constituyen el miembro derecho del

sistema (11.2.2) que responden a los coeficientes de orden p= (p’;0,0,p°)

II)Si p=(p.p". p" p°)entonces,
Y'(P)(t) — X'(p)(t); fﬂ(P)(t) — X"(p)(t);

(1.2.4)
f"'(P)(t) — X"'(p)(t)

Resolviendo el sistema de ecuaciones (I1.2.3), diferenciando los casos

resonantes y no resonantes llegamos a los siguientes resultados:

a)Si 5p,)/1,)s :iks; ks eZ\{0}; s:l,...,no, la unica solucion

2r —periddica viene dada porla expresion:

27
J'@;(p)(a)Exp(iks (o))do =0
0
t
1P (1) = CExpl—ik 1)+ | d’;(p)( o )Exp(ik (o —t))do -
0

Y'(P)
- Ep ik ) (11.2.5)
K

Para que la solucion (11.2.5) sea 2r-periddica es necesario y suficiente que
se satisfaga la igualdad:

b) Cuando 5p, y =0, s= n +1, n’o la tnica solucion 27 -periddica

viene dada porla expresion,
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t
WP (t)=[@ (P (o)do-1y/(P); te[027] (11.2.6)
0

la solucidn (11.2.6) es 2r-periddica si y sélo si se satisface la igualdad:

2
, 1 ,(pP)
yr) =" [ (1)de (11.2.7)
s 272- o N
c—)Si 6 ,, #ik k €Z;, s=n_+1...L ;
pAs s’ s 0
La unica solucién 2r-periédica viene dada por:

t+21m
WP () =(Exp2m 10 )=V [0 (P (0) Expls,, 11 (o~1)do(12.8)
t

d )Cuando é'p #ik, k, e€Z; s=L+l...m;  pues Red" #0

’,/’L”,S

La unica solucién 2r-periédica viene dada por:

+2r
WP () =(Exp( 25 , 10 )1 SV [ar(Po) Exp(5 ;0 (0=1))do (11.2.9)
t

e)Si5p #ik, k, eZ; s=m+l...n; pues Rel" #0

',ﬂ,'",s

La unica solucion 2n-periddica viene dada por:
1t+27r
P )=(Exp(25 ) 1w )1 )=V [art p)(O')Exp(é‘p,) ar (G=0MG (11.2.10)
t

Los resultados obtenidos nos permiten formular el siguiente teorema.

Teorema Il.1 [Ot,Ru 2]: El sistema analitico (11.1.2) y la FNSI (11.1.4) son

formalmente equivalentes.
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I.3.- EQUIVALENCIA ANALITICA ENTRE EL SISTEMAS (Il.1.2)
Y UNA FNSI (II.1.4).

En este epigrafe estudiamos un caso mas general de sistema
periddico que los tratados en [Br 3, Seccion 11],[Ba,Ru,Pe 2] y [Ru 1], pues
los valores propios se consideraran distribuidos sobre todo el plano
complejo, investigandose el caso en que aparecen divisores pequefios.
Bruno [Br 3, Seccion 4, Seccion 11] formulé un teorema para el estudio de
la analiticidad en casos particulares de sistema autdbnomo y de sistema
peridédico cuando estos sistemas son analiticamente equivalentes a la FN.
Basov [Ba 2] enuncié un teorema analogo para la equivalencia analitica
entre un sistema autébnomo y una FNSI en presencia de pequefos
divisores, tanto Bruno como Basov emplearon en la demostracion el método
iterativo generalizado de Newton. Nosotros formulamos y demostramos un
teorema para el estudio de la equivalencia analitica entre el sistema
analitico (I11.1.2) y una FNSI., basado en las ideas desarrolladas por Bruno y

Basov.

La transformacion normalizante (11.1.3) es construida por el método de las
aproximaciones sucesivas. Supongamos que existe la transformacion
(11.1.3) tal que el sistema (l1.1.2) se reduce al sistema (11.1.4) en todos los

términos (con respecto a y’) de orden menor e igual a 2m (ord <2m).

Los lemas 1.2 y Il.3 que se enunciaran dan para las series de los
sistemas (11.1.3) y (11.1.4), las estimaciones para todos los términos de orden
menor e igual a 2m (ord < 2m). La demostracion del lema 1.4, aporta un
paso del proceso iterativo en el cual el radio de convergencia “p” se
disminuye y el orden “‘m” de los términos de las series de los sistemas

(.2.3) y (ll.2.4) aumentan, manteniéndose validas las estimaciones
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obtenidas en los lemas 1.2 y I1.3. En el teorema 1.2, se sigue un proceso
iterativo demostrandose que el orden “m” ( m=2%, k=1,2,...) de los términos
de las series de los sistemas (11.1.3) y (1.1.4) se hace dos veces mayor en

cada paso del proceso iterativo y el radio de convergencia p se disminuye

-2/ m . . . y
en el valor I'm siendo acotado inferiormente, manteniéndose en

cada paso del proceso iterativo las estimaciones obtenidas en los lemas 11.2
y 1.3. Finalmente se demuestra que la superposicion de las
transformaciones es analitica, quedando demostrada la convergencia de las

aproximaciones sucesivas.

Exijamos el cumplimiento de las siguientes condiciones [Ba,Ru,Pe 2],

las mismas seran usadas a lo largo de este epigrafe.
1) m<ordh<2m; h=(h,h" h");
Asi el sistema (I1.1.4) adopta la forma

erm ?,Zm

(V )+ Yyt )+ Y™ (v, put)

.y o Snl "

P =YYy )+ Y () (11.3.1)
- m mom . Sm2 m

P =T Yy )Y (at)

J‘/l =J.I})!+

donde ord szms2m, j=(""");ord YI'>2m, m=2(k>1)

0
‘pw‘
2 2 2 2 2
P ;,O:Jy1 SRR R Ty T

2),= 2

p+p°

(Pp°)
>2

siendo valida la expresion mayorante,

o

\h\<\h\p, donde |h = z o

‘p+p0

w(pp°) p P

>2
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2m 0 0
—2m ,
3) h="= Zh(pp / yPuf cordh <2m
‘p+p0=

n
)?.‘ <1 para l<p<l, ordX . >m, j=1,...n
Jp 2 J ’

Lema II.2 : Asumamos que las condiciones A y 4) se satisfacen, entonces,
L

max® Y| <1
s=1

Demostracion lema Il.2:

El sistema (11.2.3) por coordenadas se escribe como sigue:

7 2m 2m _ —2m 2m 2m
h +5p ih] ]+1h] +X —(pj +1)rj+1hj 8 Y
donde

j=l..,n; k=1..,L 5p',/1:<pl’/1'>_/1j
P'= () A =(2ndy)

0 - 1 si j=k
Jl0 si j=L+l...n

En el sistema (11.3.2) consideramos los términos de las series que no

(11.3.2)

%l<2m

superan el orden 2m, es decir, 7 <

Desarrollemos la funcion, X?"(y+h,t,u) en serie de Taylor, de las
condiciones 1) y 4) tenemos que el orden de las series h y X no es

menor que m (ord h > m, ord X > m), entonces es vdlida la igualdad,
w2m _ v2m .
X; (y+h,t,,u)—Xj (y.t,1), pues los restantes términos en el desarrollo

en serie de Taylor presentan orden mayor a 2m.

Por la condicion A, el sistema (11.3.2) queda de la siguiente manera:
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2m 2m 2m F2m
] +0 ,/1 ; X 49ij (1.3.3)

Los coeficientes Ykzm(k=1 ,...,L) se obtienen segun la expresion (11.2.7).

Tomando mdodulos en ambos miembros llegamos a la desigualdad,

‘ X2t ‘ dt; k=1,..L

Multiplicando por p/”’*""/ ambos miembros de la desigualdad, sumando

para todo
|p4p9=>2y s=1,... L, considerando la condicion 4) resulta que:
L J—
max Y, <I (11.3.4)
s=1 P

De lo anterior y por la condicidon A, obtenemos el siguiente resultado:
—1
maxl 2>y, t) <24 7,
QY1) , <22
Lema I.3: Si los valores propios A’ satisfacen la condicién @, y el lema
II.2 es valido, entonces existe la constante no negativa M3, que no

depende de w, para la que se satisface:

maxZ‘h ‘ My k+1’ 1/2<p<l

Demostracion lema I1.3:

El sistema (11.2.3) fue estudiado en el epigrafe 1.2, para realizar un
estudio detallado del mismo este fue dividido en cinco casos y para cada
caso fue escrita su solucion. Acotemos las soluciones obtenidas en cada

Ccaso:

a) Si 5p,}/1,’s :iks; ks eZ\{0}) s :1,...,n0, entonces
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aplicando modulo a ambos miembros de la solucion (11.2.5), llegamos a la

desigualdad,

t
‘Eszm(z‘s\cs Exp(-iks 1))+ | ‘)?Szm(G)HExp(ikS (o—1))do+
0

YSZM‘
+ ‘Exp(—ikst)‘
|
S
. . . (=D
La condicion o nos garantiza que la desigualdad ‘sz, Sop.] es

valida. Multiplicando ambos miembros de la desigualdad anterior por

p/P*P/, sumando para todo /p4p%>2 y s=1,..,n, tenemos:

ny z gy . )
male‘ﬁs‘p <M+ ImaXZI‘XS ‘pdd + a)lgd)male‘Ys ‘p
S= 0 Ss= S=

max >\ <M+ 27+, (11.3.5)
s=1

donde M=max { Ms}, Ms=L n, Cs

b)Si 5p,’/1,’S=0; s=n0+l,...,n0
entonces aplicando modulo a ambos miembros de la igualdad (11.2.6)
tenemos que,

t
7 2m v 2m v 2m
‘hs (1 )‘ < g ‘XS (o )‘do-+27z ‘YS ‘

Teniendo en cuenta la condicion 4) y el resultado del lema 1.2,
multiplicando ambos miembros de la desigualdad por p/”“’””/, sumando

para todo /p4p9Y>2 y s=not1,...,ns tenemos que,
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max i\/ﬂ <4z
el (11.3.6)

En el epigrafe 1.2 fueron analizados los casos no resonantes c¢), d) y e),
la solucion del sistema (11.2.3) en cada caso viene dada por las expresiénes
(1.2.8), (1.2.9) y (1.2.10) , sin perdida de generalidad los mismos seran

analizados a continuacidén como un caso Unico.

a)Si 6 ,, #ik, k. e€Z s=n_+1...,n,
pAs s s o
Entonces, la Unica solucidon 27zperiddica viene dada por la siguiente
expresion:
S | t+27£2
B ()= (Exp(278 ) )1 SV X JE(S, , (0-1)do
t

Tomando modulo a ambos miembros de la igualdad tenemos,

. | t+27r7 5

ROE ‘(Exp(2iﬁp,, Eve )‘ [xmeo) ‘Exp(é‘p,) L(0-t)) do
t

Acotando convenientemente la desigualdad anterior tenemos que:
R0 <[ 1X () do, donde (I1.3.7)
Y =(Exp(275,, ) [(Exp(275,, ) —1)""|

Tomemos el nimero ¢ suficientemente pequefio, entonces para todo

5p,,ﬂ,s :Reé‘p',/l,s +i1n/l5p’,ﬂ,,s

se satisface una de las siguientes alternativas [Ba,Ru,Pe 2]:

Reé‘p%’s >¢

1)
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2)
3)

<¢existe k €Z talque Imo ,, —k <& 5, #ik
S s pAs s A8 s

Red , , |<¢ existe k_eZ talque s<Imo ,, —k <l-¢
pAs s pAs s
Acotemos ¥s para cada una de las alternativas.

1)
(Exp(27z;9)—1)(_1)para Re5 1y <€

5”S entonces
(1— Exp(— 27229))( )pam Reod ,ﬂ >

?’S SCI =(1—Exp(—2ﬂ€))_

2) Introduzcamos las siguientes notaciones,

Imé =ImS_,, —k_ entonces Imd , <g:
pAs s pAs

pAs
5}?',1,5 = Reé‘p,,/l,s +l[m5pr l

La condicién w, garantiza la valides de la desigualdad,

5,

A ko Dk+1

entonces se satisface que,

Y <C m,;

k+1

dondeC, = Exp(2re)2—Exp(27-28) ", parad, , <2 &:

3) Para &<

Im5p, 2 S‘ <1-¢ obtenemos la siguiente expresion,

¥ <(2-2cos27 ) V¥ =,

Los razonamientos anteriores nos permiten arribar finalmente a la

siguiente desigualdad,
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(—1). (1)
Y sCqop (C4“’k+1 Zl)

donde C,=max{C,C,,C,}
los C son constantes no negativas o =1234

Entonces (I1.3.7) queda como sigue:
‘h 2’”(:)‘ <C,w 1) ”X 2’”(0)‘510

Multiplicando por p/P*P*/, sumando para todo /p4p? >2y s= n +1l...n

tenemos:
max Z ‘hS‘ kl j max Z ‘X Zm‘ do
S= no S=n; ny+ +1

Por la condicion 4) la desigualdad anterior queda como sigue,

n —
max Y ‘hs‘p—2ﬂc4 ol (11.3.8)

Sumando las desigualdades (11.3.5), (11.3.6), vy (11.3.8) llegamos a la
siguiente acotacion,

n
max ) ‘hS‘ <M+ My
5=

donde:

M1 =M + 67 M2=27zC4+1
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Finalmente haciendo Mz = M1+M2 llagamos a la acotacion final
S 1
xS, < e 129

Lema I1.4: Si las condiciones de los lemas 1.2 y 1.3 se satisfacen, entonces,

para R < p, %< p<1, se tiene:

max i ‘}7 M‘R <m 2 y max i ‘7 -
S"=1 S"=1

<1

R
Demostracion lema Il.4:

Pongamos {A43w,;1+1}=r"", (Ba 1]).

Introduscamos un nuevo radio de convergencia,

r=rm’mp (11.3.10)
Haciendo
R=m"/m r=rnr?/mp, (1.3.11)

logramos disminuir phasta R, %2 <R<r<p<1.
Acotemos hen R.

Puesto que la desigualdad,

& < &

R pm
es valida para todas las series que intervienen en la transformacion
(11.1.3), para todo

m < | p+p° | < 2m, entonces tenemos que la siguiente desigualdad se

satisface:
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max Z‘hs”" S(Rj max Z‘h m‘ S Ly AL
S"=1 P S"=1

max Z ‘h m

S"=1

<m 2 (11.3.12)

De las expresiones (I1.2.4) y la condicion 4) tenemos la desigualdad,

<1 (11.3.13)

max z ‘Y "

S"=l1

Se ha disminuido p hasta R de forma que las series estan acotadas por un
numero pequeno. Las estimaciones (11.3.12) y (11.3.13) son validas
para las series del sistema (l.3.1) cuyo orden no supera 2m, las mismas

se satisfacen paratodo m>2 y k>1.

Teorema II.2: Si los valores propios A1’ de la matriz del sistema analitico
(I1.1.2) satisfacen la condicién w vy las series Y{y’u) del sistema (l1.1.4)
satisfacen la condicién A, entonces los sistemas (11.1.2) y (11.1.4) son

analiticamente equivalentes.
Demostracién teorema 11.2:

A continuacién se sigue un proceso iterativo. En cada paso del proceso

u 7

se disminuye en 7m 2™,

iterativo “m” se hace dos veces mayor y
Cada paso del proceso fue descrito por separado en los lemas I1.2-11.4.

l/mk

Hagamos mx=2"y I, {Ca)kﬂk (k=1,2,...).

Definamos la ecuacion de recurrencia [Br 3]:

-2/m
_ k
P =Lim "py

Por tanto
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k -2/m .
prer=pie [T 0m;
J=kx*

Esta expresion representa el enlace de las p para las cuales, cuando k
tiende a infinito, las px

no tienden a cero, es decir, la sucesion px esta
acotada inferiormente.

Probemos que px>1/2 para k >ko

-2/ m.
ijj J <1 , entonces,

—2/m.
P> P Hfm /

M s k>k=*
J=kx*
Pero,
0 -2/ m
1 rm, "
j:k*

(11.3.14)
es convergente, es decir, es mayor que cero

Se conoce que (11.3.14) es converge si la serie

ZLn (I, m]2/m) es convergentz(m —2])
j=1

[Fi1]
Veamos que es cierta la convergencia de la anterior serie

2/m
ZLn (T mJZ/m) Z(Ln Ttlnm,

; " )= ZLn (r; )+2Ln (m, 2
J=1 J=1 Jj=1 Jj=1

< j —1/m J
= 2Ln(T; )—2Ln2z i ZLn(Ca) Do 2anz

i=1 J= =12 Jj=1

p=vi

-1
anzf +2 anzi_ +Z f”
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Las dos primeras series convergen, la primera por ser una serie
geomeétrica con q=1/2, la segunda satisface el criterio de convergencia de
D’Alembert [Ku 1] y la tercera converge por la condicion ® que es dada
como hipétesis del teorema I1.2, entonces el producto infinito (11.3.14)

converge.

Por consiguiente

o0 —2/mj
I Im; > 0 por ser convergente,
J=k*

entonces existe un k’tal que

0 -2/m.
[[rm, 7 >) (11.3.15)
L1 75m; P 3

ya que converge el producto infinito con el crecimiento de k', entonces

1 .
P> Epk* para todo k>k .

Supongamos que en el paso inicial del proceso iterativo el sistema (11.1.1)

se escribe de la siguiente forma:

X =Ax +X (x tu) ordX >m (11.3.16)

Introduzcamos la sucesién de transformaciones de tipo (11.1.3):

X =0, (L0 10)

k+1 .
X' =x" + (X tpr) 5 Me<ord by <M (1.3.17)

4 " "y ’
X =X +h/< xk+1=t9ﬂ)

k k+1

Cada una de las transformaciones (I1.3.17) reduce el correspondiente

sistema:
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X}(:J’x’ + X (xk,,Lz)Jr)N(’(x L)
i =J"xp + X (x ) (11.3.18)
x/é:me/Z‘FXZ(xkf:ﬂ)

ord< mg; ordX]’( >m
al sistema,

Ve =S Ve X (e L)+ X (Kot 1)
xk+1=J Xt X (x ptm) (1.3.19)

Ty = X (g bR
ord X < My, ord)?/i+l>mk+1

Tomemos ko, > max{0, k’} y definamos la superposicion de las ko
transformaciones del tipo (I1.3.17) por medio del siguiente sistema

’

X, =x +H, (x, _.tu)
k0+1 ko k0+1

U

k
ko =k + Tk (% 1t (1.3.20)
k

=

"

X X +H] (X, tu)
0 k0+1 kO k0+1

Puesto que las transformaciones del tipo (11.3.17) son polinomios, entonces
tenemos un numero finito de transformaciones polinomiales por lo que
(11.3.20) es una transformacion analitica que reduce el sistema analitico
inicial (11.3.16) al sistema (11.3.18) para k=ko, por consiguiente (11.3.18),

con k=ko, es analitico.

Escribamos pko=1, sin pérdida de generalidad consideremos,

De acuerdo con  (11.3.20) px> 1/2; para k> ko, 1/2 < px<1.
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Sidisminuimos px de forma tal, que se mantenga mayor que 1/2,

entonces en el sistema (I1.3.17) para k= ko, kot1, ...; tenemos que,

max Z ka *

s"=1

<1
Pro+l

En cada paso del proceso iterativo son validas las acotaciones obtenidas

anteriormente.

Denotemos por:

!

xko q +H (xq+1,ty)
o =xq+/+H” (Xl H) (11.3.21)

Yo =X q+1 +H'"(xq+1,t H)
la superposicion de q - ko +1 transformaciones del tipo (11.3.17), q > ko.
De la acotacion (11.3.12) tenemos que:

max Z \H im (1.3.22)

S"=1 Pg+1 k

Pasando en (11.3.22) al limite cuando ¢ —x, el sistema (11.3.16) con k =

ko se reduce a la FNSI (11.1.4), la cual es convergente para

v+ ul < ,pues para k>k_ , p, > ;,laserie

& oo
ka es convergente.
k=k

De todo lo anterior se concluye que la superposicion de las
transformaciones (11.3.20) y (11.3.21) es analitica, pues ellas son
convergentes, y transforman el sistema analitico inicial (11.1.2) en una FNSI
convergente, entonces se concluye que los sistemas (l1.1.2) y (11.1.4) son

analiticamente equivalentes.
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Queda completamente demostrado el teorema I1.2.

Il.4.- ESTUDIO DE LA TRANSFORMACION QUE REDUCE UNA
FNSI A UNA FCNG.

En este epigrafe nos proponemos reducir la FNSI (ll.1.4) a una forma
normal mas simple Forma Cuasi-Normal Generalizada (FCNG), asi como
determinar en que medida las propiedades de las soluciones de la FCNG
expresan el comportamiento de las soluciones del sistema (l.1.1),
demostraremos que el sistema analitico (1.1.4) es formal y analiticamente

equivalente a la FCNG.

Estudiaremos el caso en que los valores propios A’y el vector yC* con
=1k, para kieZ, j=1,...Lson linealmente independientes.

Existe la transformacién formal,
y'=Z'+fz’(z',z”,t,,u)+Z'(z',z'",t,,u)
V'=Z"+h"(z' 2" t, 1) (1.4.1)
ym — Zm+hm(Z’,Z”,t,/,l)
donde los segundos y terceros sumandos del miembro derecho son series
de potencias formales la cual reduce la FNSI (11.1.4) a la FCNG,
zZ=JZ"+Z'(z, 1)
2 =J%"+Z"(z.t, 1) (114 2)
z" =J”'Z'”+Z”'(z,t,,u)

Los sistemas (11.1.4), (11.4.1) y (11.4.2) estan relacionados por el siguiente

sistema de ecuaciones:
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on' .
a ’

J[h'+h]+Y(y wW+Y'(yt,u)=2"+

oh'. oh'

& z' +8 - z""+h’+h’
4 zZ

+

oh"  oh" .

JR"+Y"(p,t, i

Gl;'” .,
zZ 4+ —
&r

J”l};m + ?m(y’ z, //l) — Zm +

Lema I1.5: Si los vectores ﬁz(ﬁ'ﬁ’”)yl?z(ﬁ'ﬁ”) satisfacen el sistema

anterior entonces la transformacion (11.4.1) existe.

Demostracion lema I1.5:

Eliminando los paréntesis en el sistema anterior y transponiendo algunos
términos del miembro derecho al miembro izquierdo para los coeficientes

de las series del mismo orden p siendo valido el siguiente sistema de

ecuaciones:

z'+

6h’

Z”

a h”’
82”

+



64

hAr(P) + ZI(P) + 5}7’ o ﬂ’hAI(P) + 5}7’ o A’Zr(p) — z_r};r(P) + ,Zf};'r(p) +
Ly’ (P yr(p)_ p(p) —(p _|_1)z.rh/‘r(p',p",po) _

~ ‘om0 Y
—(p"+1)z‘”h”(p’p P —(p'+1)z"h'(p’p p7)
—(p” _|_1)Z_WEI(P',PW,PO) —(p + l)h"r(p'—s',p",po —s© )Z,(s',so) _
_(p” + 1)};,(p1_s/,p"_sn’p() _S() )Z”(S!,S”’p”!,SO) .
_(p’ +1)}7!(P'*S',Pm;po —s° )ZI(SI,SO) N

n m O

_(pm +1)}7r(p'—s',p’"—s”',po —SO)ZW(S’,p 5”57 )

L(P) s Gr(p) _ n(p) | gn(p) _ Zn(p) _
r.pr

_(pr_'_l)z_;}\l'”(p',pm,po) _(pm _'_I)TWZ/”(p',Pm,po) _

_(pr + I)Z”(P'—S',pm,po )Zr(s',so) -

—(pm 1 ),;*”(p'—s',p"'—s"',p" —s)Zm(s".p".s".s) (ar1.4.3

nr(rP) 4 5[), o M’;”'(p) — " (P) L ym(p) _Zm(p) _
o wm(p.p".p%) o on wm(p.p".p% ) _
(p +1)th (p"+1)7"h
_(pr +1)};rrr(plfs',p",po 7S0)Zr(s',so) .
_(p” 4+ l)hArr/(p’—S',P"—S”,PO —SO)Z”(S’,S”,P’”,SO)
Tomemos los coeficientes de las series de orden p de manera que
respondan a los siguientes casos:

a)Si p=(p',00, p, ) entoncestenemosque,

Y'(P)(t):Z!(p)(t) (”44)



65

b) Para p=(p', p",0, p,) tenemosque,

RO +3,, 0@ =" )
W@ +8,, "0 =" @) iError!

(11.4.5)

Marcador no definido.

iError! Marcador no definido. (11.4.6)

d)Sip =(p’,p”,p'",p0) entonces,

—S"+€”,pm—Sm,p0 _s - (S',s"—e"',s'",so)

oz”

’ ’ " " " m m r " m "
p'=s.p'=s"p"=s"+e",p - (s's",s"—e ,so)

So Zm

Y’(P) :(p!r+1)ﬁm(P —s.p

(p"+ R
yr(r) _7n(r)
(11.4.7)

,,,(s',s”,s'"—e”',so )

(PSSP S py  )
ym(p) _zm(p)

+(p"+ l)ﬁm(l”—sﬁp”—sue”,p”—s”,Po =50/ rn(5"5"=e"5T5, )

Los sistemas (I1.4.5) y (l11.4.6) presentan propiedades similares a los

sistemas (1.3.2.6) y (1.3.2.7) estudiados en el epigra

Los sistemas (11.4.5) y (l1.4.6) presentan propiedades similares a los
sistemas (1.3.2.6) y (1.3.2.7) estudiados en el epigrafe 1.3.2. Por lo que sus

soluciones se obtienen por medio de expresiones analogas a (1.3.2.4).

Ha quedado demostrado, el siguiente teorema:

Teorema 1.3: El sistema analitico (l11.1.4) y la FCNG (1l.4.2) son

formalmente equivalentes.
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11.4.1.- EQUIVALENCIA ANALITICA ENTRE UNA FNSI (Il.1.4) Y
UNA FCNG (11.4.2).

Teorema Il.4: Sea el sistema analitico (l1.1.4). Si las series Z1(z’u) del
sistema (I1.4.2) satisfacen la condiciéon A, entonces los sistemas (11.1.4) y

(I1.4.2) son analiticamente equivalentes.

La demostracion sera realizada por el método mayorante de Cauchy.
Método utilizado en el epigrafe 1.3.3 del presente trabajo.
Demostracion teorema I1.4:

Consideremos la transformacion (I1.4.1) como la superposicién de las

transformaciones:

a)y :z'+l;'(z',z",t,,u) B) Y =2 +h'(2"tu)
y” =" yn - Z”(Z,, Zm, , ,Ll)
ym _ Z”,+};M(Z’,Z”,l‘,/j) ym — "

Demostremos la convergencia de las series que aparecen en la expresion

La solucion del sistema (11.4.6) se obtiene por medio de una expresion
similar a (1.3.2.4), ya que este es un caso analogo al estudiado en el
epigrafe 1.3.2 (caso no resonante a)). Haciendo uso de la condicion A,
llegamos a la siguiente acotacion:

Z'(')‘ +  Sup
te[0.27]

lNz'(')‘ < C{ Sup

}7(’).(2(‘)2'(')} (11.4.1.1)
te[0.27]

donde C = max {M;, M2},
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(Exp(27ReS , » 5, )—1)p"c"
PP ’ﬂ’ ‘ ‘ , Re§ ’ WAI>‘9>O
(ExﬂZﬂé‘pi /11)_1)‘ ol

Mlz
Red , w0
ep,p,/l

(Exp(2r Re5p’,p”,ﬁ,’ )—=)<p +1,A">|
(Exp(275 ;5 )=1 )‘

>

5z
R5/ n ’

€Cp . p" A

Multiplicando ambos miembros de la desigualdad (11.4.1.1) por,
E(ﬁ) :lel ...ZfL .Z}Z’ffrl ...25”, donde

P=(Pw-aD Py 1n-Py ) Z=(Z)nenZp 2 1een2,)

Sumando sobre todo |p'+p"+ p° ‘22 y s’ :{in.'.i:LZ,...,L;j:L+1,...,m}
obtenemos la siguiente relacion de mayoracion:
L ho(Zp)+ ) h(Z,4) ) 2 (2, 11)
Zhsf(z,t,u)% ol s o (11.4.1.2)
s'=l1
Consideremos los vectores definidos como sigue:
r=(r1,...,rL,rm+1,...,rn,rn+1,...,rq),' donde
N2l =20l 1= 2t = 2 Tl :,ul,...,rq =M,
r'=(r, ,...,rL,rnH,...,rq)
Entonces (I1.4.2) toma la forma:
m m L
m ’
z h,(rt)<C sglhsr(r)-’—sglhsr(r)sgl.QS(r) (1.4.1.3)
s'=1

Para las series convergentes es conocido el siguiente resultado [Bi 1].
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, donde «a’y f’son constantes no negativas.

La convergencia de esta serie fue demostrada en el epigrafe anterior.

Seleccionando las funciones hs(r) (s=1,...,m) de tal manera que si

n m
ponemos u(r)= Z(2)+ D h.(7) se tiene la siguiente expresion de
J=m+l s=1
n

m
mayoracion, 2, Z;(rt)+ X h (rt)<u(r)
]:m+1 S:l

Demostremos que u(r) es convergente.

Puesto que los coeficientes de u(r) son no negativos, es suficiente
considerar ri=r2=... =r, = . Admitamos ademas que:
u(r)=rv(r)=nwv(n), siendo valida la acotacion,

n - m )
ZIZ () Z:Ihs (r)<n™v(n),
J= §=

entonces obtenemos la siguiente desigualdad,

Cv(77)772La'[L +4+q + v(77)]2
VO = O el L vq (1))

Existe la funciéon wn) tal que se satisface la ecuacion:

B OMnPLa[L+q+w(n)]?
WOV =) T e gy

La cual puede ser escrita como sigue,

Awm(n).n)=0 (1.4.1.4)
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Probemos que la ecuacién (11.4.1.4) satisface las condiciones del
teorema sobre las funciones implicitas:
1)A4¢0,0)=0
2)j—wA(0,0)=l—C

De acuerdo como fueron tomadas las constantes M;y M., siempre se
puede considerar C#7, lo que garantiza se satisfagan las condiciones del

teorema de las funciones implicitas.

Por lo que existe @(77)solucion unica de (11.4.1.4), la cual es analitica en
una vecindad del origen y como W1)<a(n), queda garantizada la
convergencia de las series.

La convergencia de la transformacién o), se demuestra de forma

completamente analoga.

Queda demostrada la equivalencia analitica entre los sistemas (11.1.4) y
(1.4.2).

I1.4.2.- REDUCCION DEL SISTEMA INICIAL (Il.1.2) A UNA FCNG
(11.4.2).

El sistema no autbnomo de ecuaciones diferenciales dependiente de un
pequefio parametro (I1.1.2) puede ser reducido a una FCNG (I1.4.2)
directamente, basta con considerar la superposicion de las
transformaciones (11.1.3) y (Il.4.1). Entonces son validos los siguientes

resultados:

Teorema II.5: E| sistema analitico (11.1.2) y la FCNG (11.4.2) son

formalmente equivalentes.
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Teorema II.6: Si para los valores propios de la matriz del sistema analitico
(I1.1.2) se satisface la condicion w y las series Z{zu) del sistema (11.4.2)
satisfacen la condicion A, entonces los sistemas (I1.1.2) y (11.4.2) son

analiticamente equivalentes.

Las demostraciones de los teoremas 11.5 y 1.6 son consecuencia directa
de las demostraciones de los teoremas 1.1, 1.2 y Il.4. Quedando
garantizada la equivalencia formal y analitica entre el sistema (I11.1.2) y una
FCNG para los sistemas no auténomos con pequefio parametro en

presencia de pequefios divisores.

Il.5- ESTUDIO DE LAS SOLUCIONES PERIODICAS DEL
SISTEMA (I1.1.1).

En este epigrafe estudiaremos las soluciones periddicas del sistema
(I1.1.1) una vez reducido a la FCNG (11.4.2) mediante la superposicion de las

transformaciones (11.1.3) y (11.4.1) [ Ot,Ru 1].

Supongamos que el vector de los valores propios A’ tiene como
coordenadas exactamente L pares de valores propios imaginarios puros,
A5(tiwHew,,.. ..o, ) donde los ¢, j=1,....L , son inconmensurables, el
resto de los vectores 1”7 y A" tienen coordenadas que satisfacen el orden

definido en los epigrafes 1.2 y Il.1. Ademas las series Z{z,u) seran

consideradas de la siguiente forma [Bi 1, Seccion 7],

Zzs’—lPZS’—l (2122, cwZp 4Zps )

Z'(z'\u)=
ZZS'P2S’(ZIZZ’ cwZp 427, )

donde P2y es el conjugado de Pzs.1, s=1, ... L.

Las series Ps’(ZIZ2"”’ZL—IZL”u) se representan como sigue:
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Ps'(le2"'"ZL—IZL’H)=Gs'(2122""’ZL—IZL’”)”Hs’(ZlZZ""’ZL—IZL"u)’
donde Gs'y Hs son series de coeficientes reales, que se determinan por
medio de expresiones similares a (11.2.7).

Para un estudio detallado de las soluciones periddicas del sistema (11.1.1)

analicemos los siguientes casos [Bi 1, Seccién 13]:
1.- Caso trascendente Gs'= 0.

Entonces el sistema (11.4.2) toma la forma:

Z'S, =i5s,zs,[a)s, +Hs,(2122,...,ZL_lzL,,u)]

" =J%"+ 7" (2t 1) (11.5.1)
z" :J”'Z”'+Z’"(z,t,y),

donde

5/=

N

1 si s'=2n-1
-1 si §'=2n; n=1273,...

Las trayectorias cerradas del sistema (11.5.1) se expresan por:

2s'72s"'—1 Ky
z"=0 (11.5.2)
z" =0,
donde
ZZS,=EZS,Exp( i(w2S,+HS,(ES',u))) (11.5.3)

ZZS'—I :Ezsf_lExl{-l.(a)zs/_l +Hsy(csl,,u)))

Las soluciones periédicas del sistema (11.1.1) se obtienen, en este caso,
sustituyendo en la transformacion resultante de la superposicion de las

transformaciones (11.1.3) y (11.4.1), la solucion (11.5.3) correspondiente a la
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primera ecuacioén del sistema (I1.5.1), considerando los hiperplanos z”=0 y

z ///:0

Teorema II.7 : Si se satisface la condicion:

Py(zizy, 2z, )+ By (2123, 212, 1) =0,
entonces los sistemas (11.1.1) y (11.4.2) son analiticamente equivalentes.

Este resultado generaliza los resultados para los sistemas auténomos,
obtenidos por: [Bi 1, Seccién 13], [Bi 3] y Bruno [Br 16].

De los resultados anteriores llegamos a las siguientes conclusiones:

Corolario 1: Sobre la superficie invariante definida por el hiperplano z=0
las trayectorias del sistema (ll.4.2), y por consiguiente las soluciones

periodicas del sistema (11.1.1), son inestables.

Corolario 2: Sobre la superficie invariante definida por el hiperplano

z""=0 las trayectorias de los sistemas (11.4.2) y (II.1.1) son estables.
2.-) Caso algebraico Gs' = 0.

Supongamos que N es el grado del término de menor grado de Gs' y
consideremos en la superposicion de las transformaciones (11.1.3) y (1.4.1),
polinomios cuyos grados no son superiores a N y se obtienen de las series
de la transformacion mediante un truncamiento en su desarrollo, por lo que

la superposicion de las transformaciones (11.1.3) y (11.4.1) adopta la forma:

X =y W)+ BN )+ R (YY)
x":y"+h"N(y',l,,u)+7I"N(y/,y'",t,,u) (“54)
xm :ym+h”'N(y’,t,,u)+EMN(y',y”,t,/,l)

Por lo tanto el sistema (11.4.2) se expresa como sigue:

Ve =00,0,, 10,y H (1,0, V.05 )+ .G (D, Voo M)+ Y (D, Voo 12)
V=TV Tt 1)+ T (0,2, 1)
P =IY Y )+ T (0t )

(11.5.5)
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donde en Y; " ,Y"™ estan contenidos los términos de grado superior a N.

Teorema 11.8: Los sistemas (1l.1.1) y (l11.5.5) son analiticamente
equivalentes.
Demostracion teorema I1.8:

Las series de la transformacion (11.5.4) constituyen polinomios, lo que
garantiza la convergencia de la transformacion (11.5.4). Entonces como
resultado de la transformacion (11.5.4) los elementos del sistema (11.5.5)
también constituyen series convergentes por ser polinomios [Di 1]. Queda

asi garantizada la equivalencia analitica entre los sistemas (11.1.1) y (11.5.5).

Por medio del cambio de variables:

Voga = ps’Ex]{i(DS’)

= VE ] !
Yo =Py xHipy) (11.5.6)
y'=z
y'=v

el sistema (11.5.5) toma la forma:

Py = PGl (p* ) +o(pP )™
¢, =, +5 H' (P 1)+ofp° )N
. v I (1.5.7)
2=J%+Z"(p @,z v,t, 1) +o( p~ )
v=J"+ VN(pz,(o,z,v,t,,u)+0(p2,u)N+1
Del sistema (11.5.7) obtenemos que la expresion:
GY(p*.u)=0 (11.5.8)

define la ecuaciéon de bifurcacion de las soluciones periédicas del sistema
(1.4.2) [Bi 7].
Cuando se satisfacen las condiciones del teorema de las funciones

implicitas:
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8G,(00) _,

1-)G(00)=0, 2-)"
y7]

existe una uUnica solucion analitica ,u=,u(p2)de (11.5.8) en una vecindad
del punto (0,0). Para cada solucion p=p, u=ude (11.5.8) se obtienen

trayectorias cerradas del sistema (11.5.7), y por consiguiente al sistema

(I1.1.1) le corresponden soluciones periddicas.

11.5.1 — EJEMPLO DE APLICACION (ESTUDIO DE UN CIRCUITO
ELECTRICOR- L-C)

Examinemos el circuito en serie simple que contiene un inductor (L), un

capacitor (C) y un resistor (R).

Segun la ley de Kirchhoff, el voltaje a través de un circuito cerrado debe
ser igual a la caida de voltaje en el mismo. La ecuacion diferencial que
modela este fendmeno es similar a la ecuacion que se usa en los sistemas
masa resorte. En general este fendmeno es expresado por una ecuaciéon de
Van der Poll del tipo [Gr 1]:

X+’ x=f(x,% 1t), (1.5.1.1)

donde x representa la tensién de la corriente en la [ampara eléctrica, x es un
pequefo parametro que identifica el nUmero de conexiones existente entre la
lampara y el circuito; f(x,x,.,t) es una funcion de entrada, analitica

respecto de X, X, £¢£, con coeficientes continuos y 2n- periédicos respecto de

t.

Por medio del cambio de variables X = x;reducimos (11.5.1.1) a un

sistema de ecuaciones diferenciales del tipo estudiado:

X =%, (1.5.1.2)
X, =—@’x, + f(x,,X,, 14,1).
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La transformacion lineal no degenerada x = Py reduce el sistema
(11.5.1.2) al sistema:

¥, =any}+F(yl,y2,ﬂ,t) (11.5.1.3)
v, =—wiy, —F(y,, y,, f4,1),

donde o representa la frecuencia propia del sistema.

El cambio de variables

o =u+h(uvit 1)

11.5.1.4
Vo =v+hy(u,v,t, i) ( )
reduce el sistema (11.5.1.3) al sistema:
u=iou+ B(u,v,u)
! H (11.5.1.5)

v=—iwv+ B (uv,u),

donde v es el complejo conjugado de u.

Derivando (I1.5.1.4) a lo largo de las trayectorias de los sistemas (11.5.1.3)

y (11.5.1.5), se obtiene un sistema de ecuaciones en derivadas parciales del

tipo (11.2.1). Si en este sistema agrupamos convenientemente los términos

llegamos a que los coeficientes de orden p satisfacen un sistema de

ecuaciones diferenciales analogo al sistema (11.2.2):

by + 8,00ihy = Dy(u,v,t, 1) — B(u,v, 1)
hy + 8,00, = Dy (u,v,t, 1) — Py(u,v, 1),

donde:

(11.5.1.6)

o=p—p,—1 ; &=p—-p,+1
D1=F-p1hiP1-p2h1 P2

@D2=-F - p1h2 P1- p2 h2 Pa.
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Las soluciones del sistema (11.5.1.6) se obtienen mediante expresiones
del tipo (11.2.5), (11.2.6), (11.2.7) y (11.2.8), en dependencia si responde al caso

resonante o no.

Para continuar el estudio de (ll.5.1.6) consideramos dos casos:

trascendente y algebraico, llegandose a los siguientes resultados:
1.-) Las soluciones periddicas del sistema (11.5.1.2) son estables.
2.-) La solucioén nula del sistema (11.5.1.2) es asintéticamente estable.

Las soluciones  periddicas del sistema (11.5.1.2) representan las
oscilaciones que normalmente realiza la tension de la corriente eléctrica en

este tipo de circuito.

Si existe algun tipo de perturbacion que provoca la existencia de otro tipo
de trayectorias se introducen controles, caracterizados analiticamente por
las ecuaciones de bifurcacion, para lograr la restitucion de las soluciones

periddicas.
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CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

El trabajo da respuestas a las interrogantes planteadas en el estudio de
equivalencia formal, equivalencia analitica y divergencia para los sistemas

no autdbnomos de ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales.

Los resultados alcanzados extienden a los sistemas no auténomos
algunos de los fundamentales resultados que se habian obtenidos en el

estudio de las Formas Normales para los sistemas autonomos.

En el Capitulo | se extiende el concepto de FCNG. El cual nos permitio el
estudio de un caso mas general de los valores propios bajo la condicion de
independencia lineal de los valores propios con parte real nula y el vector
yeZt con y= ik, keZ, j=1,..L, para los sistemas no auténomos. Se
demostrd la existencia de la transformacion normalizante que reduce el
sistema objeto de estudio a una FCNG. En el caso en que para los valores
propios se satisface la condicion de ausencia de divisores pequeios
(condicion ¢) y las series de la FN contenida en la FCNG satisfacen la
condicién A, se demuestra la equivalencia analitica entre el sistema objeto
de estudio y una FCNG por el método mayorante de Cauchy. Se conocia
una condicién suficiente de divergencia para los sistemas no auténomos
con pequeno parametro que multiplica la derivada [Ba 10], nosotros
introducimos otra condicién para abordar la divergencia en el caso de los
sistemas no auténomos (4), esta condicion era conocida para los sistemas

autbnomos.

Al parecer del autor lo estudiado en el Capitulo Il acerca de los sistemas
no autdbnomos con pequefno parametro en el miembro derecho y presencia
de divisores pequefios no habia sido abordado con anterioridad por lo cual

resulta novedoso en este contesto. Nosotros abordamos el problema
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imponiendo el cumplimiento de las condiciones suficientes @y A. Atacando
la demostracion por el método iterativo generalizado de Newton. La
metodologia aqui utilizada nos permitié arribar a las conclusiones de
equivalencia formal y analitica entre los sistemas no auténomos con
pequefio parametro y una FCNG en presencia de divisores pequeinos. Una
vez reducido el sistema inicial a una FCNG, estudiamos las soluciones
periddicas, dando algunas propiedades de estabilidad de las mismas, asi

como su correspondiente ecuacion de bifurcacion.

La realizacién del presente trabajo nos permitié destacar las siguientes

direcciones en que pueden estar dirigidas las investigaciones en el futuro:

ePara garantizar la convergencia de la transformacién normalizante,
sustituir la condicion de ausencia de divisores pequefos (condicion ¢) por la
condicion de Siegel, y enfrentar la demostracién tanto por el método

mayorante de Cauchy como por generalizado de Newton.

+Un problema de especial interés seria probar que el no cumplimiento de
la condicidon A es una de las causas de divergencia de la transformacién

normalizante.

¢ Intentar extender los resultados obtenidos en la Tesis, respecto a los
problemas de equivalencia formal, equivalencia analitica y divergencia a los
sistemas no autbnomos que tienen un pequefo parametro como coeficiente
de la derivada [Ba 10].

¢+ Enfrentar los algoritmos de la demostracion de equivalencia analitica por
el método mayorante de Cauchy y generalizado de Newton mediante

técnicas computacionales.
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