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Resumen

Este trabajo demuestra objetivamente la relacion existente entre el factorial de un ntimero
natural y la sumatoria de varias potencias que tienen como exponente ese ntimero, estando
estos afectados por coeficientes iguales a los elementos del tridngulo de Pascal, generando
unas igualdades a las que llamaremos IDENTIDADES MEMO, en otro caso estas identidades
MEMO dan como resultado cero, o el factorial de un nimero, planteando insumos importan-
tes para establecer relaciones matemaéticas.

Esta investigacién surge de hechos simples, como las diferencias sucesivas de potencias
de los niimeros naturales, un estudio de estas relaciones permite obtener algunos resultados
que valen la pena ser mostrados.

El resultado de este trabajo, en su relativa importancia, lo dedico a la memoria de mi pa-
dre, Miguel Guillermo Vésquez Quinteros.

Palabras Clave: Factorial, Potencia, Identidad, Identidades MEMO.

Abstract

This paper shows objectively the relationship between the factorial of a natural number
and the sum of several powers whose exponents are that number. These exponents are affec-
ted by coefficients that are equal to the elements of Pascal’s triangle, generating interesting
equalities that I call MEMO IDENTITIES, that give zero or the factorial of a natural number
as result, raising important inputs to establish mathematical relationships.

This research arises from simple facts, as the successive differences of powers of natural
numbers. A study of these relationships shows results that are worth being shown.

The result of this work, in its relative importance, is dedicated to the memory of my father,
Miguel Guillermo Vasquez Quinteros.

Keywords: Factorial, Powers, Identity, MEMO Identities.

1. Introduccion

Los ntimeros naturales han sido desde siempre una fuente de investigacion, sus interrela-
ciones intrincadas y curiosas generaran mds de una sorpresa, sus algoritmos secretos obligan
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a los buscadores a crear procesos de todo calibre para lograr descubrir esa verdad que hace
maravillosa a las matematicas.

Tabla 1. Diferencias sucesivas de los cuadrados de los enteros sucesivos.

Ndmero (n) | n?> | 1* Diferencia | 2° Diferencia | 3 Diferencia
1 1
2 4 3
3 9 5 2
4 16 7 2 0
5 25 9 2 0
6 36 11 2 0
7 49 13 2 0
8 64 15 2 0
9 81 17 2 0
10 100 19 2 0

Tabla 2. Diferencias sucesivas de los cubos de enteros consecutivos.

Numero (n) | n® | 1* Diferencia | 2° Diferencia | 3 Diferencia | 4° Diferencia
2 8 7
3 27 19 12
4 64 37 18 6
5 125 61 24 6
6 216 91 30 6 0
7 343 127 36 6 0
8 512 169 42 6 0
9 729 217 48 6 0
10 1000 271 54 6 0

En este caso trabajaré un modelo matemaético que relaciona el factorial de un ntimero con po-
tencias cuyo exponente es a la vez ese mismo nimero. Esta investigacién surge de un encuentro
casual, que se dio gracias a las tablas de excel, donde se ubicaron de forma ordenada las po-
tencias de los niimeros naturales, y se observé que al realizar diferencias sucesivas, siempre se
llegaba a una constante y luego a ceros, asi si tomamos ordenadamente los niimeros naturales al
cuadrado y realizamos dos diferencias sucesivas, el resultado es el 2, por consiguiente, las dife-
rencias posteriores seran siempre cero (Tabla 1). Luego construimos algo similar para los cubos
de los enteros sucesivos, en este caso la constante 6 asoma en la tercera diferencia sucesiva,
luego de la cual los resultados son ceros (Tabla 2).

Buscando una generalidad construi algo similar para la potencia 8, obteniendo que la cons-
tante asoma en la octava diferencia sucesiva, esta es 40320 (Tabla 3).

Revisando la bibliografia, se observa que Philippe Deléham en el 2004 en su trabajo presenta
una relacién entre el factorial de un niimero y la suma de enteros consecutivos elevados a un
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Numero (1) n® 17 Diferencia | 2° Diferencia | 3" Diferencia | 4° Diferencia | 5'Diferencia | 6" Diferencia | 7° Diferencia | 8 Diferencia | 9" Diferencia
1 1
2 256 255
3 6561 6305 6050
4 65536 58975 52670 46620
5 390625 325089 266114 213444 166824
6 1679616 1288991 963902 697788 484344 317520
7 5764801 4085185 2796194 1832292 1134504 650160 332640
8 16777216 11012415 6927230 4131036 2298744 1164240 514080 181440
9 43046721 26269505 15257090 8329860 4198824 1900080 735840 221760 40320
10 100000000 | 56953279 30683774 15426684 7096824 2898000 997920 262080 40320 0
11 214358881 | 114358881 57405602 26721828 11295144 4198320 1300320 302400 40320 0
11 214358881 | 114358881 57405602 26721828 11295144 4198320 1300320 302400 40320 0
12 429981696 | 215622815 101263934 43858332 17136504 5841360 1643040 342720 40320 0
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mismo exponente, luego Bryan Jacobs en el 2005, afirmo que el factorial de un nimero es la
n-ésima diferencia sucesiva de las potencias de exponente n de ntimeros cuyas bases son ente-
ros consecutivos, en nuestro caso profundizaremos estos resultados para establecer igualdades
particularmente interesantes partiendo de una demostracién formal de las mismas, ya que es
alli donde se originan las condiciones para las igualdades mencionadas.

De estas tablas y de otros trabajados en la hoja de cdlculo, se puede aseverar que existen las
siguientes coincidencias:

= El ntiimero de diferencias sucesivas que se requieren para alcanzar un valor constante
entre las potencias de enteros consecutivas es siempre igual al valor de esa potencia.

= El polinomio que va construyéndose con las diferencias sucesivas tiene los mismos coefi-
cientes que la respectiva fila del tridngulo de Pascal, con los signos alternados, iniciando
en positivo para potencia par y en negativo para potencia impar.

= La constante a la que se llega coincide con el factorial de la potencia presente (en los casos
expuestos, 2! =2, 3! = 6y 8! = 40320)

= Indiferente de qué valor inician los enteros consecutivos, el resultado es el mismo.

2. Modelo Propuesto

En base de estas coincidencias me permito presentar el siguiente modelo matematico que
explique este hecho:

= ()

Identidad muy parecida a la presentada por S. Ruiz, en su articulo “An Algebraic Identity
Leading to Wilson’s Theorem”, publicado en 1996.

Conn,icIN,peR.
Indicando que para este trabajo, convendremos las siguientes definiciones, 0 € Ny 0 = 1.

Expresion curiosa que relaciona el factorial de un ndmero cualquiera con las potencias de
enteros consecutivos, sin importar donde estos inician.

2.1. Marco Teorico

Para iniciar la demostracién formal de esta expresion, recordaremos algunas definiciones.

Factorial de un ndamero: Para los niimeros enteros positivos se define su factorial, como el
producto de todos los enteros consecutivos, desde 1 hasta el ntiimero indicado, se representa
con el signo !.

NOTA: 0! = 1.
Férmula de Stirling: El Matemaético Stirling demostré la aproximacion:
~ =1 A _ n,—n 1 1
nl ~n'e \/27‘(;1];(:);—;1 e "V2mn <l+m+m+~~)

44 | Revista “Pensamiento Matemdtico” Volumen V1, Niimero 1, Abr'16, ISSN 2174-0410


mailto:marco.vasquez@unae.edu.ec

Construccion de Identidades MEMO Marco Vinicio Visquez Bernal

Donde los a; se denominan coeficientes de Stirling y se calculan con la férmula:

G 2 (' 1/2) (312<k+—1i/2)2i » () % lio(_l)l () G-yt

=0 j=0 J

Muy utilizada en estadistica, que facilita el calculo del factorial de un nimero cuando este
es significativamente grande.

Potencia de un niimero: es una operacién bésica de las matematicas que se presenta a”, don-
de a se conoce como base y n como exponente, la operacién de potencia consiste en multiplicar
la base a, por si misma, tantas veces como indica el exponente 7.

Tridngulo de Pascal: Es una estructura construida por el matematico Blaise Pascal (1623-
1662), que mediante sumas de elementos consecutivos, permite establecer los coeficientes que
forman parte del desarrollo de un binomio a cualquier potencia.

Coeficiente Binomial: Resultado numérico de gran ayuda en algunas ramas de las matema-
ticas, se presenta de la siguiente forma y se calcula de la siguiente manera:

()= w2

Binomio de Newton: Consiste en un desarrollo de sumas sucesivas de potencias que permi-
ten, en base de los coeficientes binomiales calcular la potencia de un binomio cualesquiera, su
férmula general es:

(x+a)" = i <Z> xka(n=k)

k=0

Demostracién por induccién: Procedimiento formal de demostracién matemdtico que per-
mite demostrar una expresién induciendo sobre una variable entera, sigue los siguientes pasos:

1. Se demuestra la validez de la expresién para los menores valores de la variable sobre la
que se realizara la induccién.

2. Se supone verdad la expresion cuando la variable toma un valor numérico fijo desconoci-
do, con esto como base (hipétesis de induccién, H.I.) se demuestra para el valor consecuti-
vo mayor de la variable, si esto es posible, se afirma que la expresién es vélida para todos
los posibles valores de la variable, en consecuencia la expresién representa un modelo
matematico valido.

3. Desarrollo

n
TEOREMA: si 1 € N, 1 # 0. Se cumple que: n! = (—1)" } (1) (Z) (p+i)".
k=0

Para demostrar el modelo matematico presentado, utilizaremos el método de demostracién
por induccién. En primer lugar demostraremos que:

n
PROPOSICION 1: ) (1) (Z) (k+p)" =0,Yn,k € N siempre que m < n,p € R.
k=0
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Demostraremos esta proposicion mediante induccién sobre el indice m.

En primer lugar veamos que sucede si k = 0, como i toma el valor inicial en 0, el primer
término tiene el factor 00, que como habiamos convenido es igual a 1, si p = 0, se tiene que:

S ()=

Y la expresion con p # 0 serfa:
n
Z <>z+p) conp#0,p€R
Ademads como cualquier ntimero real elevado a la cero es 1 se tendra:
n n I
(G arr =L eni(h)o
i=0 i=0

Y como 1 a cualquier potencia es 1, podemos afirmar que:

Y (F)m =g e (Fart= g (5o

Que en base del desarrollo de la potencia de un binomio tenemos:

f (n) MW" (-1 =(1-1)"=0"=0

i=0 \!
Ya que 1 es un entero mayor o igual a 0.

Como hipétesis de induccién supongamos ahora que:

n
Z < ) z+p) =0,Vn,k € N, siempre que k < n,p € R

En segundo lugar demostremos ahora que esta igualdad se cumple si aumentamos ka k +1,
siempre que k +1 < n.

n .
Por hipétesis de induccion, 2 (-1) (?) (i+ p)k =0.
i=0

n
Por tanto, ( Z ( ) i+p)k=o.

46 | Revista “Pensamiento Matemdtico” Volumen V1, Niimero 1, Abr'16, ISSN 2174-0410


mailto:marco.vasquez@unae.edu.ec

Construccion de Identidades MEMO Marco Vinicio Visquez Bernal

Luego,i(—l) (z) i+p) i ( ) (i+p)i.

i=0 i=1

Ya que se elimina el primer término del sumatorio, cuando i = 0.

Ahora:
1_21<—1)1< >(1+P)k(z’) :z;(_l)lzl(n—z) (i+p)@) =
= . i (7’1—1)!
_nlzzl( )(1—1)!(ﬂ—i)'<l+p)k
Pero,

Aqui realizamos el cambio de variable, j = i — 1, y se tendra:

Recordando que k +1 < n, entonces k < n — 1, ademdas 1 + p es un ntimero real y n — 1 es
un ntimero natural positivo, consecuentemente por hipétesis de induccion:

i <)z+pk+1 i (?)(ier)k:

i=0 =0

n .
Pero como ) _ (—1)’ <Tll) (i+ p)k = 0, por la hipétesis de induccién, entonces:
i=0

M:

<>z+p)k+1:O 0

n .
Por tanto Z (—1)1(;:) (i+p)k =0,Vn,ke N,peR, ynk#0k<n.
i=0

A esta expresién la denominaremos RESULTADO 1.
Ahora recordemos que el teorema a demostrar es:
n « n
Y () (e
i=0 !
donden,ic IN,p € R, n#0.

Haciendo un andlisis breve de la expresién, vemos que p representa el niimero menor de
donde arrancan las potencias, i es un indice que toma valores entre 0 y 1 y establece los respec-
tivos sumandos, por tanto es n la variable fundamental de esta expresion, por tanto la induccién
la realizaremos sobre esta.

En primer lugar veamos entonces qué sucede con los valores minimos de #.

1. Sin = 1, tendriamos:

-

= L (G oy
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Que genera los dos sumandos:

1= (-1 ((—1)0 <é> (p+0)' +(-1)* G) (p+ 1)1)

U= ((p+0)+(=D(p+1)=(Dp-r-1)=1

Cumpliendo la definicién de factorial.

Es decir,

2. Sin = 2, se tendria:

(123 (1 <)P+l)

i=0
2= (-1)? ((—1)0(3) (07 + (11 () (p+ 2+ (12 (3 (7 27
2t = (=12 (D (P + (D) @) (p+ 1) + (1) (p+2)?)

20 = (P =2(p+1) + (p+2)?
2= (PP -2 —dp—2+p +4p+4)=2
También cumple la definicién de factorial.
La certeza de que el modelo cumple de manera absoluta paran = 1y n = 2, permite tomar
esto como hipétesis de partida para intentar generalizar para cualquier #.

Mas para efectos de una demostracién plena, primero intentaremos demostrar la expresion:

& (n

nl=(-1)")_ (—1)1( ,)i”
i=0 !
donde n,i € IN, es decir un caso particular cuando p = 0.

En segundo lugar, cumpliendo nuevamente el proceso de induccién, suponemos que la ex-
presion anterior es verdad paran = k.

Es decir, k! = (—1)* i (—1)i<lf) i,

i=0 !
Asumiendo que esta expresion es verdad, veamos que sucede para un valor de k + 1, es
decir intentaremos probar la veracidad de la expresion:

(k+1)! 1)k+1 2 (k+1) k1
Sabemos que:

k+1i <k+1>( Yt = (_1)k+1]§(_1)i<k""1>ik+l

El término que corresponde a i = 0 se anula.

Ahora hacemos el cambio de variable j = i — 1 y remplazamos en la expresién

)k i (k+1> 1 (ke Zk(:)(—l)f“ (’;ID (j+ 1)k
= =
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Por definicién del coeficiente binomial,

1)kt i (—1)i+! (’;I;) (j+ 1)FH = (—1)k+ Z 1)i+1 ]+<I;)T(]1<)L j)!(j+ 1)k+1

que se simplifica en:

1)k+2 i _1)i (I(<k+_1]?)!' (j+ 1)k

Expresion que extrayendo el factor (k 4 1) y utilizando la definicién de coeficiente binomial:

k !
L R G = e - 1) -

j=
=k+1)( k]io ()]+1)

Utilizamos el desarrollo del binomio:

(k+1)( i < > (j+1)k= (k+1)(—1)k]é(—1)fi <’h‘>]‘kh1h

]:

Reordenando los sumatorios, por la propiedad distributiva de los términos:

(k+1)(=1) i (:) i(—l)f (’f)]-k-h

h=0 j=0 )

pero como p = 0 del RESULTADO 1, se obtiene que

L (o

Cuando k — h < k, es decir se anulan todos los términos, excepto cuando i = 0.

e () (- ()

Recordando la hipétesis de induccién:

entonces,

k
(k+1)( Z <k.>jk=(k+l)k!:(k+l)!
Se puede concluir que:

1)k+1 i (k+1) A (k1)1
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_1)nii;)<_l)i<7)in

Por tanto hemos demostrado que:

donde n,i € N, n # 0.

Para concluir veamos qué sucede con esta expresién cuando a la base de la potencia presente
dentro del sumatorio, le aumentamos un valor p real.

g (i

Para trabajar esto lo que haremos serd sustraer de esta expresién un valor conocido e igual
anl

Y (1) ) - (1))

i=0

1=
—
—_
S—
RS
~. 3
~_
)

I
~—~

|

—_
SN—

2
{ngb
~—~

|

—_
~
7N
~~_
—
-

+

S
SN—
N—

I

i
o

B () (£ o) - r ) )

que reordenando puede escribirse:

Qg e

Nuevamente del RESULTADO 1, sabemos que:

yen ()=

entonces la suma de todos esos términos es también 0, por lo tanto:

Entonces: <_1)n§<_1) <Tll) (i+p)" —( 1)7,;)(_1)1 (;Z)ln .
Y como:
sl
Reemplazando:
1L (1) () - =0
Por tanto:

que demuestra el teorema planteado, parai,n € N, p € R, n # 0.
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COROLARIO 1: Parap,q € R, p # q,n € N, n # 0, se cumple que:

< > g (p+i)(g+1)"7 =0

,M:

N
Il
<}

Veamos la demostracion.

Aplicamos el teorema demostrado para dos valores reales de p y g, resultando entonces:

rE (e
= 1" ()

Por lo tanto ambas expresiones son idénticas:

g (-

=0 i=0

de donde se tiene que:

(e

=0 i=0

<2 () (i <q+z‘>">>=0

Por diferencia de potencias:

(—1)”(&(—1)i(n)((p+z (q+1)) <i i+ p) 1+q) >>:o

i=0

n . n—1 . .
(~1"(p—0) (}:<—1>1(’§) <}: <p+z’>f<q+z’>”-f>> =0
i=0 j=0

Como p y g son reales distintos, p — g no es cero, y (—1)’ también es distinto de cero.

;(—U()(Z p+i)(qg+i)" '>:0

Si p y g con iguales, se tiene entonces lo siguiente:
n n n—1 j
L () (L a0 ) = ()
i=0 j=0 i=
que remplazando los resultados obtenidos es igual a n!.
Veamos la demostracion.
Del teorema demostrado se tiene que:
n
)" (= ( ) pti)" =
i=0
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Reemplazando el coeficiente binomial,
n
_— n _— S
) I;O( ]' 1'(" 1)|(p+l)

Mas como 1! es factor comun en los términos del primer miembro, entonces
—|— 1) (pt)"

e § T

== - 1)”2( 1 AP

yen consecuencia:

O

(1) E =

= il(n

Su demostracién es una consecuencia directa del RESULTADO 1, simplemente se separa de
la sumatoria el primer término.

4. Generacion de las identidades MEMO

Definiremos las ecuaciones MEMO, como aquellas demostradas en el presente articulo, que
se construyen utilizando los coeficientes del binomio de Newton o del tridngulo de Pascal.

Se tiene de dos tipos:

1. Vn € N, siempreque p € Ryn #0,
3 (1 () iy =
i=0

2. Vn,k € N,siempreque p e R, k<nynk+#0,
3 (1 (1) (p+ i =0
i=0

Con las identidades MEMO, es posible construir expresiones matematicas diversas.
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5. Conclusiones

El teorema demostrado en este trabajo, es un resultado netamente de matemadticas puras,
donde surgen las identidades MEMO, que abren campos interesantes para trabajar en mate-
maticas, planteando un hecho significativamente importante, el cdlculo de cada término tiene
inicio en un ntimero real cualesquiera, mas este no influye en el resultado.

El modelo matematico que surge del teorema relaciona la suma de potencias con un mismo
exponente con un ntiimero factorial, hecho muy importante, ya que muestra algo no usual.

La segunda forma de las identidades MEMO evidencian una relacion especial entre los ele-
mentos del tridngulo de Pascal y unas potencias relacionadas.
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